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Eine Grundvorstellung vom Funktionsbegriff entwickeln

Reihe 49 Verlauf Material LEK Glossar Losungen
S2

Didaktisch-methodische Hinweise

Der vorliegende Beitrag beinhaltet Diagnose- und individuell zusammenstellbares For-
dermaterial zum Funktionsbegriff. Setzen Sie bei den vorhandenen Kompetenzen lhrer
Lernenden an und entwickeln Sie diese gezielt weiter!

Fordermaterialien zum Umgang mit Funktionen gibt es viele, wenige riicken jedoch die
Entwicklung von Grundvorstellungen seitens der Lernenden differenziert in den Fokus
der Betrachtung. Das vorgestellte Konzept zeigt einen praxiserprobten Diagnose- und
Forderansatz, der diesem Umstand begegnet, indem Grundvorstellungen differenziert
in den Blick genommen und explizit thematisiert werden.

Einfiihrung und Genese - Lehrplanbezug

Die Analyse von Funktionen stellt einen zentralen Inhalt der gymnasialen Oberstufe
dar, der auch im Abitur abgeprift wird. Die Beitrage der Schiiler zeigen in der Praxis
jedoch haufig, dass die Lernenden nicht tiber die ndtigen Basiskompetenzen zu Beginn
der Sekundarstufe Il verfligen. Dies verdeutlicht ein kurzer Auszug eines beobachteten
Unterrichtsgesprachs:

Lehrerin: ,Wie andert sich denn an dieser Stelle die Funktion?” — .

Schiiler: ,Wie meinen Sie das? Andert sich die Funktion? Die iy |
Funktion bleibt doch gleich, also der Graph.

Lehrerin: ,Wie verandern sich die Funktionswerte, wenn sich

die Stelle andert?” T Ko
Tl | |
Schilerin: ,Wie soll sich “=2nn ein c*elle dndern? Das ist doch (_ \ \ .

u

eine Zahl auf dzar .~-Achs>.

Lehrerin: ,Bvor vir un¢ ~at 'er F'2ge nach der Veranderung weiter beschaftigen,
lasst .~ doch mal cwwas Grundsatzliches klaren: Was ist Giberhaupt eine
~unktion?”

Scliiler: ,Einec Funktion ist ein Graph.”

Die Abbildung unten zeigt exemplarisch weitere Schilerbeitrage, die im Rahmen der
Durchfiihrung des vorliegenden Konzepts entstanden sind. Wenngleich diese Beitrage
wichtige Aspekte von Funktionen ansprechen, kann von einem Grundverstédndnis des
Funktionsbegriffs, welches die Aspekte Zuordnung, Verdanderung und Gesamtverlauf in
gewisser Weise implizit umfassen sollte, nicht ausgegangen werden.

Oft liest man in der fachdidaktischen F1

H . a) Was ist eine Funktion? Beschreiben Sie mit Ihren eigenen Worten,
Literatur von Gru ndvorstellungen iber was Sie unter dem Begriff ,Funktion” verstehen.

Funktionen. Allzu selten jedoch etwas \dn verdrelne, Unker e TesRER  Tuiow
darliber, wie man die Entwicklung die-  “gre Gadnuns , e anen Grognen wesinealek |
ser konkret bei den Lernenden fordern dn ) Wie. =X, Gevodan, vadondken. vaa.

kann, wenn man bestimmte Schwierig-

keiten diagnostiziert hat. F1
A A A a) Was ist eine Funktion? Beschreiben Sie mit Ihren eigenen Worten,
Vor diesem Hintergrund entstand die  was Sie unter dem Begriff ,Funktion® verstehen.

Idee zur Entwicklung des im Folgenden - Geraden
vorgestellten Diagnose- und Fordermo-

duls Funktionen sind Gleichungen, die den
' %eﬂauc einer Geraden darstellen - un
eren Steigung,

Konzeption des Diagnose- und Forderkonzepts

Insbesondere der an Material der Projektgruppe SINUS-NRW (Brauner, Hoffert, 2013)
angelehnte Eingangstest (M 1) zur Diagnose von Schiilerkompetenzen fiir den Ubergang
in die Sekundarstufe Il stellt eine hervorragende Maoglichkeit der Diagnose dar.
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Der vorliegende Diagnose- und Férderansatz orientiert sich dartiber hinaus an dem The-
orierahmen der mathematischen Grundvorstellungen zum Funktionsbegriff (vom Hofe,
1995, 2005; Leuders, Prediger, 2005). Die Grundvorstellungen zum Funktionsbegriff sind
im Folgenden dargestellt.

Grundvorstellungen zum Funktionsbegriff

(GV1) Zuordnungsvorstellung (Modul 2)

Durch Funktionen beschreibt oder stiftet man Zusammenhéange: Eine GroRe wird einer
anderen eindeutig zugeordnet. Einer Ware ist ein Preis zugeordnet, einem Ort die aktu-
elle oder Durchschnittstemperatur oder einem Zeitpunkt eine Wasserhdhe. Hier werden
GroRRen als abhangig von anderen GréRRen beschrieben.

Typische Frage: Welches f(x) gehoért zu welchem x ?

(GV2) Kovariationsvorstellung (oder Anderungsvorstellung) (Modul K) |

Durch Funktionen erfasst man, wie zwei Gro3en sich miteinander verandern. VerZndeit
sich die eine GrofRe, so verandert sich die zugeordnete GrofRe in bestimmter Weis. Zu
der Perspektive der Zuordnung tritt hier die spezifische Dynamil eine- Ve driecr ing
hinzu, z. B. in AuRerungen wie ,je groRer die Menge, dest~ hdhe der Preis”.

Typische Frage: Wie wirkt sich die Anderung vor - auf f(x) aus?

(GV3) Objektvorstellung (oder V: ~stellung von aer Tunktio' ais Ganzes) (Modul O)

Eingangstest (Diag| 0sd) E_me Fu?ktlgn wird als Ganz_es, als
— - eigenstandiges mathematisches
Phase 1: Objekt sui generis betrachtet.
Diagn- se
- - Mit Funktionen betrachtet man
Zrstellt 1g eines Ar. itsplans auf .
Grunc 'ac~ des Eingangstests einen gegebenen oder erzeugten

Zusammenhang als Ganzes. So

wird ein Gesamtphanomen erfasst

und die Funktion tritt einem als

[ Bearbeitung von Modul B / eigenSténdiges Ob]ekt entgegen,

Aufgaben etwa als Graph oder symbolisch
(gemaR Abeftslan) | als Term oder Funktionsname.

/ Typische Frage: Wie verlauft die

Funktion ,im GrofRen und Gan-

Aufgaben zen”? Gibt es Schnittpunkte mit
(geman Arbeitsplan) A

den Koordinatenachsen, Hoch-

(5

(5

Bearbeitung von Modul Z

Phase 2:
Modulares <

(5

Arbeiten oder Tiefpunkte? (adaptiert nach
Soarbotung von Modu k| iy Vollrath 1989, Malle 2000, Leu-
Aufgaben ders/ Prediger 2005, Blchter/

@ (geman Arbeitsplan) Henn 2010)

/ Aufbau des Konzepts
L Bearbeitung von Modul © Aufg%ben Das entwickelte Diagnose- und
(gemaR Arbeitsplan) Forderkonzept besteht aus drei
@ Phasen: Der Ausgangsdiagnose,
Prase 3 —— _der_n_ modularen" Arbeiten nac_h
Evaluation{ Evaluation (inkl. Riickmeldung) individuellem Forderplan sowie
der Evaluation (nebenstehende
Abb.).
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Reihe 49

S10

Verlauf Material LEK Glossar Losungen

Auf einen Blick

Material Thema Stunde
M 1 Eingangstest Funktionen 1./2.
Testaufgaben zur Ausgangsdiagnose und zum Erstellen eines

Arbeitsplans
M 2 Items des Eingangstests
Ubersicht tiber die Gewichtung der einzelnen Grund-
vorstellungen je Testitem
M 3 Individueller Arbeitsplan
Arbeitsplan fur die Lernenden
M4 Ubersicht iiber den Aufbau des Konzepts
(Fo) Schafft Transparenz fiir die Lernenden und sollte wahrend der
Arbeit projiziert werden.
M5 Modul B - Basiswissen - 3./4
Einfihrungstext zum Basismodul.
Dieses muss jedem Lernenden i.1 KoLie vorlie yen.
M 6 Modul B - Aufgabe~ und L sungci 5.
Aufgaben-.ic turial zur eiganstand aen “urcharbeit.

Minimalplan

Je nach Incention, Bedarf cder zeitlichen Aspekten konnen Sie zur Diagnose des Ist-
Zustandes (er Lernenden allein den Diagnosetest (M 1) verwenden und ggf. darauf
reag’eren, iidein Sie den Lernenden individuelle Riickmeldung und Forderempfehlun-

gen geuci.

Alternativ konnen Sie auf die Diagnose verzichten, und alle Lernenden arbeiten an ein-
zelnen Modulen, da diese losgeldst voneinander einsetzbar sind. So kénnen Sie in ein-
zelnen Stunden bzw. Doppelstunden und Hausaufgaben fiir einzelne Module (M 5 und
M 6, weitere Module folgen!) nutzen.
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M1 Eingangstest Funktionen’

F1

Losungen

a) Was ist eine Funktion? Beschreiben Sie mit lhren eigenen Worten, was Sie unter dem

Begriff ,Funktion” verstehen.

B (3)

b) Welche Darstellungsweisen fiir Funktionen kennen Sie? (D.h. in welchen Formen sind

lhnen Funktionen bisher begegnet?) B (5)
F2
Bitte kreuzen Sie je Zeile genau eine Antwort an.
Korrektur
richtig | falsch
a) Funktionen lassen sich sprachlich nicht angeben
O O B (1)
bzw. darstellen.
b) Eine Funktion ordnet einem Wert immer mindes- 0 O & )
tens einen anderen Wert zu. ZuV (1)
¢) Verandert sich der x-Wert, so verandert sich aich |
der zugeordnete Funktionswert. ] ] N :2))
ZuV (1
Tipp Denke an die konstz. ‘an Fuiktionen.
d) Der Graph einer Functitn ist ‘'mmcr die beste
Darstellu. gy derselber. Fi:. Fun'tionsterm oder 0 O B (2)
fluc Tabelle s'ad leciglich lilltsmittel, um den ObV (2)
Graphen der Funition zcichnen zu kdnnen.
e) Mit Fu'ktionen lassen sich nur mathematische
. . O O B (2)
Zusainmenhange beschreiben.
f) Eine Funktion beschreibt den Zusammenhang von B (1)
zwei GrolRen. O O ZuVv (1),
KoV
g) Jeder Graph gehort zu einer Funktion. O O B (1)
h) Eine Funktionsgleichung hat immer die Gestalt 0 O B (1)
=[]
i) Jede Zuordnung ist auch eine Funktion. O O B (1)
j) f(a) = 3 - a ist keine Funktionsgleichung, da kein x 0 O B (1)
vorkommt.
k) h(x) = 3 - x ist keine Funktion, da kein f vorkommt. O O B (1)

" Eingangstest Mathematik fur die Einfihrungsphase der gymnasialen Oberstufe, in Anlehnung an: Qualitats- und Unterstit-
zungsAgentur - Landesinstitut fiir Schule (QUA-LiS NRW), SINUS Nordrhein-Westfalen, Projekt M2 - Unterrichtskonzepte
fir den Ubergang von der Sek | zur Sek Il mit Blick auf die Anforderungen im Zentralabitur, 2011 (http:/www.schulentwick-

lung.nrw.de/sinus/front_content.php?idart=3198&matld=2479, zuletzt aufgerufen am 10.05.2016)
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M 1 Eingangstest Funktionen - Blatt 2
F3: Bitte kreuzen Sie je Zeile genau eine Antwort an.
Was bedeutet f(x) =3 - x ?
Korrektur
richtig | falsch
a) Der AusgangsgréfRe x wird immer ihr Dreifaches 0 O ZuV (2)
zugeordnet.
I/C b) Dem Dreifachen einer Zahl wird immer die Zahl B (2),
O O
selbst zugeordnet. ZuV
c) Wird x groRer, so wird f(x) kleiner. ZuV (1)
O O KoV (2)
ObV (1)
d) Wird x kleiner, so wird auch f(x) kleiner. ZuV (-,
O O WV (2)
ObVv (1) '
e) Der Funktionsgraph verlauft von links unter n: ch ;
rechts oben, d. h. fiir kleiner werdende x-Werte Z_.v (1)
werden die Funktionswerte kleiner ui d fai gr22zr O O KoV (1)
werdende x-Werte werden cie Furktionswerte ObV (2)
stetig groRer.
F42?
W.s bedet tet ~.c Schreibweise f(4)=5 fiir eine Funktion f?
Kreuze.: Sie an, ob die Aussagen richtig oder falsch sind! Korrektur
richtig | falsch
a) Fir den Funktionswert wurde die Zahl 4 einge- B (2)
setzt. = = ZuV (1)
b) Der Graph der Funktion verlauft durch den Punkt 0 O ZuV (2)
(4]5).
c) An der Stelle 5 nimmt die Funktion den Wert 4 an. B (2),
O O
ZuV
d) Egal, was man einsetzt, es kommt immer 5 heraus. ZuV (1)
O O
B (2)
e) An der Stelle 4 nimmt die Funktion den Wert 5 an. ZuV (2)
O O
B (1)
f) E:tthdle Funktionsvariable wurde die Zahl 4 einge- 0 O B (1)

2 Eingangstest Mathematik fur die EinfiUhrungsphase der gymnasialen Oberstufe, in Anlehnung an: Qualitats- und Unterstut-
zungsAgentur - Landesinstitut fir Schule (QUA-LiS NRW), SINUS Nordrhein-Westfalen, Projekt M2 - Unterrichtskonzepte
fiir den Ubergang von der Sek | zur Sek Il mit Blick auf die Anforderungen im Zentralabitur, 2011 (http://www.schulentwick-
lung.nrw.de/sinus/front_content.php?idart=3198&matld=2479, zuletzt aufgerufen am 10.05.2016)
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M1 Eingangstest Funktionen - Blatt 7

Im Folgenden ist der Verlauf des Deutschen Aktien Indexes (DAX)
in der Zeit von 1988 bis 2009 dargestellt.

9000
8000
7000

DAX

6000

5000
4000
3000
2000
1000

0 T T T T T T
01.01.1988  01.01.1991 01.01.1994  01.01.1997 01.01.2000 01.01.2003  01.01.2006 ~ .1.01.20( )

Was konnen Sie aufgrund des Graphen tibe: den Verlauf (es DAX
aussagen?

1)

B :stimmen Sic die Kcurdinaten der Punkte A, B, C und D.

AC | )
B( | )
ct | )
Dt [ )
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M 2 Items des Eingangstests
E,berSiCht tber _dieAIteT)s ctjjes Item Getestete Grundvorstellungen
ingangstests rplt ngabe der (mégliche Punktzahl)
getesteten Bereiche:
B ZuV | KoV | ObV
In der Tabelle sind Informatio- F1 3
nen zum Basiswissen, welches a
durch die ltems des Eingangs- b 5
tests Uberprift wurde, sowie F2 a 1
zum Entwicklungsstand der drei b 1 1
Grundvorstellungen ZuV, KoV
und ObV dargestellt. c 1 2
Durch die Bepunktung wird je d 2 2
Item deutlich, welcher Bereich e 2
getestet wird bzw. wie die f 1 ]
Gewichtung  bezuglich  sich
Uberschneidender Bereiche vor- g 1 o
genommen wird. h 1
i 1
i 1
k 1
F> | a o 2
b 2
c 1 2 1
d 1 2 1
e 1 1 2
F4 a 2 1
Abkcrzungr n: b 2
B - Basiswissen c 2
ZuV - Zuordnungsvorstellung d 2 1
1
KoV - Kovariationsvorstellung : ] 2
ObV - Objekt tell
jektvorstellung F5 4 2 2
F6 3 3
F7 3 3 1
F8 |a 4
b 2 2
c 1 2
F9 a 2 2 2
b 4
c 6
F10 | a 4
b 2 2
c 2 2
F11 2 2
F12 5
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M 4 Ubersicht iiber den Aufbau des Konzepts

-
Eingangstest (Diagnose)
Phase 1; p,
Diagnose
I/C Erstellung eines Arbeitsplans auf
Grundlage des Eingangstests
-
Einfih text
- / infihrungste
Bearbeitung von Modul B <
Aufgabuon
! | (1eman Arbei snlan)
I
N\ | Einflhrungstext
Bzacheituny vor I Modu: Z —|/ L
L— Aufgaben
Ptrase 2. (geman Arbeitsplan)
Mo julares <
A beiten

EinfUhrungstext

Bearbeitung von Modul K / L

Aufgaben
(gemal Arbeitsplan)

(=

EinfUhrungstext

Bearbeitung von Modul O / @

Aufgaben
(gemal Arbeitsplan)

(=

Phase 3: o )
Evaluation { Evaluation (inkl. Rickmeldung)
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Verbale (sprachliche) Darstellung

Der Seite 1lange des Quadrats wird der
Flachenir halt des Quadrats zugeordnet.

/ Kuiziorm:

Algebraische Darstellung

Zuordnungsvorschrift:

X —» X2 (Jedem Wert x wird der Funktionswert x2 zugeordnet.)

Funktionsgleichung:

y = x2 oder
f(x) = x?

(Die Funktion f ordnet jedem Wert x seinen Funktionswert x? zu.)

Funktionsterm:

X2 (stellt nur den Funktionswert dar)

Suitz.uonge \in cm) — Flacheninhalt in cm?

Daistellungen
vor:
F.anklionen

Tabellarische Darstellung

In einer Wertetabelle werden die Funk-
tionswerte zu bestimmten Stellen notiert.

X 0 1 2

3

f(x) 0 1 4

9

I

Graphische Darstellung

Die Zuordnung zwischen den A /
Werten der Ausgangsgrofien 6
(Stellen) und den Funktions-

Darstellung als Diagramm

Als Saulen- oder Balkendiagramm, als

Kreisdiagramm, etc.

werten wird durch einen
Graphen dargestellt. 4

VLS
|euale|l

6v 9y!ay
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Reihe 49
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S1

Lésungen zu den Aufgaben von Modul B

1.

b)

4.

a)

b)

c)
d)
b.

b)
c)
6.

a) (1) Der Zeit (in Min) wird der Weg (in Metern) zugeordnet.

Sprachliche Alternative: Der Weg (in Metern) wird der Zeit (in Min) zugeordnet.
(2) Jedem Laufer wird eine Zeit zugeordnet.

Sprachliche Alternative: Die Zeit wird dem Laufer zugeordnet.

(3) Der erreichten Punktzahl wird die Prozentzahl zugeordnet.

Sprachliche Alternative: Die Prozentzahl wird der erreichten Punktzahl zugeordnet.

(1) Ort —— Durchschnittstemperatur
(2) Produkt —— Preis
(3) Zeitpunkt —— Niederschlagsmenge

(Achtung: immer (berlegen, wem (Ausgangsgrof3e) etwas zugeordnet wird; auch
sprachlich aufpassen. Links vom Zuordnungspfeil steht immer die Ausgangsgrof3e!)

Nur die Graphen in a), c), d) und g) sind Graphen einer Funktion, da sie jedem x-We*~
der Definitionsmenge genau einen Funktionswert (auch y-Wert genannt) zuorJ.en.

In den Ubrigen Fallen gibt es Stellen (x-Werte), denen mehr als e 1 -Wer* zuo-c ord-
net wird. Zum Beispiel im Fall e). Dort werden dem x-Wert, we'cher sich 2 zinheiten
rechts vom Nullpunkt befindet, gleich 3 y-Werte zuczc-dnet. Folglich ist di» Zur.u-
nung nicht eindeutig.

Hinweis: Es reicht bereits aus, wenn 2'nem einzigen x-Wer* mehr als ein y-Wert zuge-
ordnet wird, damit es sich nic!. 1m ei1xe Funktion hande':.

f(3) = 10

gl4) > g (5}, 2. B.:v(4) =1, o5, =1 (onstatt 2 und 1 sind andere Werte wahlbar, solange
gl”; - a(5))

a(x) = ¢ \> = 1onstai.*, ¢ € R; Beispiel: ¢ = 3)
B2i Prob emen mit der Lésung kénnen Skizzen helfen!

falsch: eine Parallele zur x-Achse ordnet jedem x-Wert genau einen Funktionswert zu;
dabei ordnet sie sogar allen x-Werten denselben y-Wert zu.

richtig: eine Parallele zur y-Achse an einer Stelle V1“

X, ordnet diesem x, unendlich viele Werte zu. Die /\ /\
Zuordnung ist daher nicht eindeutig, also keine / \ '5 \
Funktion. 2 »/

falsch, siehe Grafik:

richtig, siehe Basiswissen.

a) Jeder Zahl wird das Doppelte der Zahl zuge-
ordnet.

Jeder Zahl wird die Differenz aus dem Siebenfachen der Zahl und 3 zugeordnet.
Jeder Zahl wird die Summe aus ihrem Quadrat und 1 zugeordnet.
Der zurlckgelegten Strecke (in km) wird die Hohe in Hohenmetern zugeordnet.

Ich wiirde den Graphen bevorzugen, da hierauf gut zu erkennen ist, wo es steil berg-
auf geht. Der Tabelle sind Informationen zum Anstieg nicht zu entnehmen.

(Man sieht hieran gut, dass die Darstellung als Graph hier die sinnvollste und hilf-
reichste ist. Die Tabelle ware unter einer anderen Fragestellung wiederum die ver-
meintlich beste, da sie exakte Informationen zu bestimmten Streckenpunkten liefert,
die der Graph nicht liefert, da man hierfiur Punkte und Koordinaten nur ungenau
ablesen kann.)
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