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Mit vollstandiger Induktion mathematische
Muster beweisen
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Fiar viele klingt Mathematisches Beweisen nach Formalismus, kryptischer Symbolik und
einer Art hherer Kunst. Dabei kdnnen Beweise sehr anschaulich sein. Sie knnen durch
geeignete Abbildungen visualisiert werden und in einer Sprache verfasst sein, die nicht
notwendig an Formalismen hangt. Kurz: Das Beweisen ist eine der Kerntatigkeiten der
Mathematik. Mit Beweisen kdnnen wir Muster und Strukturen verallgemeinern, wir kon-
nen Zusammenhange nicht nur beschreiben, sondern diese auch begriinden.

Im Laufe der Geschichte haben sich in der Mathematik unterschiedliche Beweisprinzi-
pien herausgebildet. Eine besonders reizvolle Beweisvariante ist die vollstandige Induk-
tion. Auch damit lassen sich mathematische Muster und Strukturen allgemein begriin-
den. Thematisiert wird die vollstandige Induktion in diesem Beitrag anhand generischer
Beispiele, generischer Bilder und formal-algebraischer Beweise.
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Didaktisch-methodische Hinweise

Wir alle haben uns an Verallgemeinerungen gewoéhnt. Sie dienen uns zur Orientierung
im Alltag.

Beispiele:
e Aller Anfang ist schwer.
e Jeder macht Fehler.
e Man kann niemandem trauen.

Manche solcher Aussagen haben eine statistische Berechtigung, ohne auf jeden Einzel-
fall anwendbar zu sein. Es gibt aber auch Verallgemeinerungen, die man beweisen kann.
Darum geht es in diesem Beitrag.

Volistandige Induktion — Beweisen ist erlernbar!

Formalismus, kryptische Symbolik und eine Art héherer Kunst — viele Schiler finden nt;
schwer Zugang zu mathematischen Beweisen. Dabei kdnnen Beweise sehr ansc:iculicn
sein. Sie kdnnen durch geeignete Abbildungen visualisiert werden und in einr Spriche
verfasst sein, die nicht notwendig an Formalismen hangt. Kurz: Dus Beweiser st tine
der Kerntatigkeiten der Mathematik. Mit Beweisen konnen wir M uster und S ruktuian
verallgemeinern, Zusammenhéange nicht nur beschreiben, sonderi diese auch ~z2grin-
den. Die Mathematik kennt unterschiedliche B .wel. prinzipien.

Eine besonders reizvolle Beweisvariante ist Jdic Jollstandic e nduktion. Auch damit
lassen sich mathematische Muste  ¢nd Jtrukturen illgeriiein begrinden. Das Prinzip
der vollstandigen Indukucn beruht aui der Id 2, Jie Behauptung zunachst fir einen
uberprufbarer “an n=0cder n=1 .u zeiy2n und sie dann im Induktionsschritt von
n > n+1zu rerallbemeit crn. Fir don Lernprozess lhrer Schiiler ergeben sich daraus
viel, Poteitiale i Spanrungsield von Kreativitdt und Schematisierung. Das meint,
das s Begrui dunjen, dic aas Prinzip der vollstandigen Induktion nutzen, einerseits einer
forroalen St -ukt... unterliegen, angezeigt durch den Induktionsanfang, die Induktions-
voraucset—ang und den Induktionsschritt. Gleichzeitig erfordern Induktionsbeweise viel
Kreativitat. Unterstltzt werden die Beweisprozesse |lhrer Schiiler mit den vorliegenden
Materialien durch konsequente Reprasentationswechsel, durch die die zu begriindenden
Muster visualisiert werden kdnnen.

Lehrplanbezug

- siehe separater Kasten unter der Verlaufslibersicht (Seite 5)

Aufbau des Beitrags

M 1 Mathematische Verallgemeinerungen beschreiben und begriinden

Kerngedanke des Materials M 1 ist neben der aktiven Erkundung mathematischer Muster
und Strukturen insbesondere eine motivierende Hinflihrung zum Prinzip der vollstan-
digen Induktion. Im Zentrum steht dabei zunachst die Erfahrung, dass mathematische
Beweise unterschiedliche Gesichter haben - sei es verbal, grafisch oder symbolisch
durch Nutzung allgemeiner Terme und Variablen. Mathematische Beweise stellen in
besonderer Weise die Moglichkeit dar, Strukturen zu verallgemeinern und zu begriinden.
Dies geschieht hier zundchst anhand von Dreieckszahlen. Die Idee der ersten Aufgabe
ist, dass lhre Schiiler eine moglichst geschickte Strategie nutzen, um hohe Dreiecks-
zahlen zu bestimmen.
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Dies flihrt dann zu der bekannten Formel fir die n-te Dreieckszahl:
n-(n+1)
—

Anschaulich lasst sich dieser Term mit dem dargestellten Bild so in Verbindung bringen,
dass durch geschicktes Anlegen eines zweiten Dreiecks ein Rechteck der Lange n und
der Breite n + 1 entsteht. Die urspriingliche Dreiecksform erhalt man nun dadurch, dass
man die Anzahl der Punkte wieder halbiert. Nehmen Sie sich gerade zu Beginn der
Einheit im Unterricht die Zeit, unterschiedliche Strategien lhrer Schiiler zu diskutieren
und zu vergleichen. lhre Schiiler erleben auf diese Weise die Kraft von Reprasenta-
tionswechseln: Die Terme bekommen eine Bedeutung, sie kdnnen mit dem Punktmuster
identifiziert werden.

A =

Diese erste Aufgabe dient einerseits dem motivierenden Einstieg in die Einheit. Gleich-
zeitig wird sie dann in der Aufgabenkartei wieder aufgegriffen (u. a. in M 4, Aufgaben
1 und 2).

Die dann folgende Aufgabe, Muster in Zahlenfolgen, fiihrt hin zum Gegenstandsbereich
der vollstandigen Induktion. Die abgebildete Selbstkontrolle sollten Ihre Schiiler er=*
dann nutzen, wenn sie sich intensiv mit den mathematischen Beispielen auseinar.c srge-
setzt haben. Auch mit dem anschlieBenden Beweis zur ersten Aussage sollten sich lhre
Schiler ausgiebig beschaftigen. Hier vollziehen sie dann in einer Aufgube ¢=!'“5t den
Reprasentationswechsel in umgekehrter Richtung, indem <2 den 3eweisschrit: mith fe
des Punktbildes visualisieren.

M 2 und M 3 Begriffsbestimmuneo zur vollsta.:~i;c Induktion

Im Rahmen des Informati< .stextes sravbeiten cich |Ih-e Schiler das Prinzip der vollstan-
digen Induktion. Die unter;chiedlich :n Beisniele verdeutlichen das Prinzip selbst. Dari-
ber hinaus kicten sit auch vie!.lltige Hilfen an, die die Schiler bei der Bearbeitung der
Aufowuei“arte in ™4 4 nuizen. Inr_uesondere die Partnerarbeit in M 3 regt lhre Schiiler
dazi an, eicene Muster in Zahlenfolgen zu finden und diese dann — mittels vollstandiger
Ind 1ktion — :u bcoriinden. Auch bei dieser Aufgabe wird ein konsequenter Reprasenta-
tionvwechs :l genutzt.

M 4 Aufgabenkartei und Losungskartei

Diese Materialien stellen einen umfangreichen Aufgabenpool fiir differenzierendes Uben
in Ihrem Unterricht bereit. Die Niveaudifferenzierung gelingt einerseits dadurch, dass die
Schiiler je nach Geschwindigkeit und Leistungsstarke unterschiedlich viele Aufgaben
selbststandig bearbeiten kdnnen. Andererseits bietet die Aufgabenkartei durchaus the-
matisch vielfaltige Aufgaben, etwa

— zu konkreten Begriindungen mathematischer Zusammenhange mittels vollstandiger
Induktion,

— zur Nutzung des Reprasentationswechsels,

— zum Vergleich unterschiedlicher Aufgaben der Kartei sowie zur Begriindung und Her-
leitung der jeweiligen Terme.

Fur die praktische Umsetzung im Unterricht empfiehlt es sich, die Karteikarten — etwa
in finffacher Ausfliihrung zu kopieren, zu laminieren und zurechtzuschneiden. Auch die
Lésungskartei sollten Sie entsprechend kopieren und laminieren — wobei fiir die Umset-
zung ein Zurechtschneiden der Aufgaben nicht notwendig ist. lhre Schiler kdnnen dann
unterschiedliche Aufgaben aus der Kartei bearbeiten und anschlieBend die Lésungen
auf der Losungskarte, die zentral an einer Stelle des Klassenzimmers ausliegt, einsehen
und vergleichen. Genauere Tipps zur praktischen Umsetzung in lhrem Unterricht sind
im Erlauterungsteil am Ende des Beitrages enthalten.
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Auf einen Blick

Material Thema Stunde

M1 Mathematische Verallgemeinerungen kennenlernen 1./2.
Muster in Punktbildern und Muster in Zahlenfolgen finden

Einfache Beweise

M 2 So funktioniert das Verfahren der vollstandigen Induktion!

Erklarung der notwendigen Begriffe

M3 Muster finden und mit vollstandiger Induktion begriinden 3.

Zahlenmuster finden, verallgemeinern und beweisen

M 4 Uben, iiben, iiben - Aufgabenkartei 4.-6.

Ubungsaufgaben

Minimalplan

Bei Zeitnot beschranken Sie sich auf Teil 1 der Aufgabenkartei (M +).

Lehrplanbezug

Begriinden bzw. Beweisen gehort zu den Ubergeordneten allgenicinien Kernkom-
petenzen, die im Verlauf des M~*hemaiikuntciiicinn: gebunde:, an geeignete Inhalte
[ ... ] vermittelt werden snllen. Le ‘nciele sind unter inderem:

e elementare Regeln un i Cesetze der (¢ 3jik kzimen und anwenden

e Begrind. igstyren uni Be.veisn ethoden der Mathematik kennen, gezielt aus-
wiiian un anrvender

e in mati emc uschen Keriexten Vermutungen entwickeln, formulieren und unter-
suchen

e leicha tige strukturen erkennen, verallgemeinern und spezialisieren’

In diesem Zusammenhang sind auch eine korrekte Fachsprache sowie die Hierarchie
mathematischer Aussagen zu thematisieren. Ziel ist es, schilerorientiert und alters-
gemald innermathematische Zusammenhange zu erschlieBen und deren Darstellung
zunehmend starker zu formalisieren. Der fiir die Mathematik typische logisch-kausale
Prozess der Erkenntnisgewinnung muss auch im Unterricht deutlich werden; auf der
Basis von unmittelbar Offensichtlichem (Fundamentalsatze) lassen sich sukzessive
weitergehende Aussagen erschlieBen (mathematische Satze), sodass schrittweise
ein in sich konsistentes mathematisches ,Gedankengebaude” entsteht. Dabei ist es
unumganglich, dass der Schiiler die Notwendigkeit von Begriindungen bzw. Beweisen
einsieht.?

Das Verfahren der vollstandigen Induktion soll laut Lehrplédnen® in Klasse 10 (Lernbe-
reich 1: Mathematische Beweise (Richtstundenzahl 12)) als Beweismethode eingefiihrt
werden, die in der gymnasialen Oberstufe und darliber hinaus immer wieder zum
Einsatz kommt. Insbesondere werden Aussagen uber die natiirlichen Zahlen anhand
dieses Schemas durch methodisches Vorgehen sowie geschickte Termumformungen
bewiesen.

' LP Baden-Wirttemberg als Beispiel (http:/www.bildung-staerkt-menschen.de/service/downloads/
Bildungsplaene/Gymnasium/Gymnasium_Bildungsplan_Gesamt.pdf);

2 LP Bayern http://www.isb-gym8-lehrplan.de/contentserv/3.1.neu/g8.de/index.php?StorylD=26641

3 LP Freistaat Sachsen, S. 59 http:/marvin.sn.schule.de/~gymengel/content/schule/faecher/mathe/down-
load/lehrplan.pdf
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M1 Mathematische Verallgemeinerungen kennenlernen

Muster in Punktbildern (Einzelarbeit)

a) Bestimmen Sie die Anzahl der Punkte zundchst im 5. Bild, dann im
6. Bild und im 10. Bild.

b) Finden Sie eine geschickte Mdglichkeit, méglichst schnell die Punkte im 100. Bild zu
bestimmen.

c) Begrinden Sie, wie sich mithilfe der folgenden Abbildung der allgemeine Term zur
Bestimmung der Punkte im n-ten Bild herleiten lasst:

A_n~(n+1)
n 2 -
33..88%
0000
0000 00C9e ov o?2e
000 O0OO0O0Oe (o Ip Yo X X J : H
00 OOe OO~ OCwwed JO eoeo
oOe O Oedn X X X X0 00°° 000
o0 000 DNooo Y0- 50 ... OO0 o0O0O

Tar dembog 2n: | luster 2 Zahlenfolgen

Steli=n Sie Jden tandembogen in der Mitte zwischen sich und lhrem Partner auf. Einer
|6st die Aufgaben, der andere kontrolliert die Losung. Wer welche Aufgabe tUbernimmt,
entscheiden Sie durch Wiurfeln. Wer als erster eine Sechs wiurfelt, prift die Losungen.

(€ |1o1ds1ag) p<olLig<gig<vi<g (d
(¢ 1o1dsiag) GZ=G+Vv+ UL =G+E+LIUL=G+Z+2'L=G+ L+ (g
(L [81dsiag) 9L =/+G+E+L6=G+E+Lp=c+Ll=1 (e

Jjne uauyj jjje} sepp 3104 91§ Uu9z3a8g

:9ja1dsiag 194Q

Losungen lhres Partners:
a) 1+3+5+7+9 =25, stets eine Quadratzahl
b) 52 + 5 + 5 = 35, stets eine ungerade Zahl, nicht immer eine Primzahl

c) 32 > 5, stets eine wahre Aussage
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M 2 So funktioniert das Verfahren der

vollstandigen Induktion!

Die sog. ,vollstandige Induktion” ist keine Methode, mit der man etwas Mathemati-
sches entdecken kann, sondern ein niitzliches Beweisverfahren. Sie bezieht sich auf
Aussagen (eigentlich Aussageformen), die von einer natlrlichen Zahl n abhangen.

Das Verfahren besagt: Wenn eine Aussageform A(n)
1. fur einen Ausgangswert n,, z. B. n;= 1 eine wahre Aussage ergibt und wenn

2. aus der Annahme, dass flr einen beliebigen Wert n eine wahre Aussage entsteht,
bewiesen werden kann, dass auch fiir den Wert n + 1 eine wahre Aussage entsteht,

dann ergibt A(n) fur alle n>n, eine wahre Aussage.

Anmerkung: 1. heilst Induktionsanfang, 2. Induktionsschritt und enthélt die sog. Indukti-
onsannahme beziehungsweise die Induktionsvoraussetzung. Diese besagt, dass A(n) fur
ein allgemeines n als wahr vorausgesetzt wird.

Das Verfahren kann intuitiv akzeptiert oder axiomatisch untermauert werde: .

5-tes Peano’sches Axiom:

Jede Menge von den natiirlichen Zahlen, welche die Zahl 1 und zu
jedem Element auch dessen Nachfolger enthé’(, en:halt alle natur-
lichen Zahlen.

Auf dieses Axiom beruht die Methc ac der vollstandig :n Inauktion.

Anwendung a':7 seiwcpiel 1 (aus M 1).

AN ++2+5 -.. +(2n-1)=r? | +(2n + 1)
A(1:1=1%2i5t eire wah.e Aussage (Induktionsanfang)
AN~ 1):123+5+..+(2n=1)+(2(n+1)-1) =n? +(2n+1)(1 = (n+1)? ﬁ;‘ss’;ﬂ%i,;efj;fem

.binom. . N .
Formel) italienischer Mathe-

Damit ist auch der Induktionsschritt gelungen. matiker
Anwendung auf Beispiel 2 (aus M 2):
A1) =1+1+5=5 prim

Zur Primzahldarstellung muss der Induktionsschritt misslingen, da immer wieder zusam-
mengesetzte Zahlen auftreten, z. B.

A(5t) mitt € N ist durch 5 teilbar, da A(5t) = (5t)2+ 5t +5=5+ (52 +t+ 1).

Wenn n? + n + 5 ungerade, also gleich 2k + 1, k € N, ist, dann ist
(Nn+12+(n+1)+5=n?2+n+5+2(n+ 1) auch ungerade (da 2(n + 1) gerade).

Der Induktionsschritt gelingt (und auch der Induktionsanfang, da 12 + 1 + 5 ungerade ist).

Das dritte Beispiel wurde bereits durch vollstdndige Induktion gelost.

Aufgabe: Die Summe zweier gleicher gerader Zahlen

Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass die Summe zweier gleicher gerader Zahlen
durch 4 teilbar ist. Nutzen Sie dafir die folgende Struktur:

A(n): A(1): A(n+1):
Visualisieren Sie A(1) sowie A(n + 1) jeweils durch ein Punktbild und verdeutlichen Sie
die Argumentation des Beweises anhand des Bildes.
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M4 Uben, liben, iiben - Aufgabenkartei (Teil 1)
r
: Aufgabe 1
: 1+2+3+...+n:ln(n+1)
2

|
1
1 Aufgabe 2
I Wie kommt man in Aufgabe 1 auf den Ausdruck:
I

—n(n+1)?
: on(n+1)
I Stellen Sie Ihre Losung auch grafisch mithilfe
I eines Punktbildes dar und verdeutlichen Sie
 daran lhre Losung.
1
1
1 Aufgabe 3
|
1 1+4+7+ ..+ (3n-2) =%n(3n—1)
|
1
| Aufgabe 4
| 1+5+9+..+(4n-3)=n("n-1)
|
|
F
: \ufgabe 5
1 i 1 1
LY u+...+§n(n+1)=gn(n+1)(n+2)
|
1
1 Aufgabe 6
|
. 1~2+2-3+3-4+...+n-(n+1):%n(n+1)(n+2)
|
|
1 Aufgabe 7
: Vergleichen Sie Aufgabe 5 mit Aufgabe 6.
1
: Aufgabe 8
1 1
| 1-2+3»4+5~6+...+(2n—1)~2n=§n(n+1)(4n—1)
|
1
1
|
|
|
|
[ 5
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Losungen und [ Tipps zum Einsatz

M1 Mathematische Verallgemeinerungen kennenlernen

In dieser offenen Erkundungsphase arbeiten lhre Schiiler mit verschiedenartigen Mus-
tern und Strukturen — sowohl in Zahlenfolgen als auch in Punktbildern. Motivieren Sie
die Lernenden, unterschiedliche Varianten fir die Bestimmung hoher Stellen der Punkt-
bilder zu finden. Gerade fiir solche hohen Stellen fiihren Sie den Ubergang von rekursi-
ver hin zu expliziter Betrachtung solcher Musterfolgen ein. Diese explizite Betrachtung
erfordert das Suchen nach Strukturen, die im nachsten Schritt begriindet werden mius-
sen — etwa mittels vollstandiger Induktion.

a), b)

Bei einer rekursiven Bestimmung der Punkte in den Bildern ergibt sich die Anzahl der
Punkte im nachsten Bild immer aus der Anzahl der Punkte im vorangegangenen Bild.

Bild: 1 2 3 4 5 6 PY
o o0

[ o0 L X X

o L X o000 ~29%0

L o0 000 0000 0000
O 00 000 0000 000~-9 000000 ..

Bei der expliziten Bestimmung kdonnen die Punkte direkt .ngegebon worden. So gilt
etwa:

5-(5+1) 6-(6+1) _10:(10+1) _ ~100-(100+1)

A== =15 A == =21 A =~ ———="5 und Ay =—— —— =5050.

c) Der Term A, =0 (r;+1)

cas Dre.ack serdo,oelt wvird und an das urspriingliche Dreieck angelegt wird. Auf

£51 uas n-t2 Punktbild lasst sich schlie3lich so deuten, dass

ciese We se =..:alt man ein Rechteck der Lange n und der Breite n + 1, dessen Punkt-
ancahl halbiert werden muss. Wichtig ist in diesem Zusammenhang, dass |hre Schii-
ler die Struktur des allgemeinen Bildes verbal beschreiben und mithilfe des Terms
interpretieren.

00
000
0000
0000
0000
©0000
00000
00000
00000
00000
00000
000000
000000
000000

Muster in Zahlenfolgen

In einem nachsten Schritt vollziehen die Schiler den Beweis fiir den folgenden Zusam-
menhang nach:

1T+3+5+..+(2n-1) =n2 0000 00 ...000 -
Anschaulich gesprochen 000 888: oo OO0e

wird beim Beweis jeder OOe OO : :

Summand verdoppelt, das o] o) _8&'_ OOCee * * = 2n
Prinzip ist dem der ersten —8% ° :: 8::: 8: :::

Aufgabe ahnlich. Die Schu- o0 000 0000 oo eoe

ler visualisieren nun — um-
gekehrt — diesen Beweis-
gang mit einem Punktbild.

1

88 RAAbits Mathematik September 2016



