Die Binominalverteilung verstehen
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Vokabeltest Slowenisch -
auf dem Weg zur Binomialverteilung

Walter Czech, Krumbach
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Mit einem Vokabeltest Slowenisch (Multiple-Choice-Test) gewinnen Sie das Interesse
lhrer Schiler. Der Unterricht in Stochastik fordert gedankliche Schritte von den Ler-
nenden, die fiir sie ungewohnt sind. Um ihnen dennoch den Einstieg in dieses interes-
sante Gebiet zu ermdglichen, erfolgt die Herleitung der Formel fiir die Binomialvertei-
lung schrittweise. Jeder Ihrer Schiiler sollte die einzelnen Uberlegungen nachvollziehen
konnen. Mit zahlreichen Anwendungsaufgaben vertiefen lhre Schiiler das Gelernte und
erschlieen sich so ein Gebiet, das Relevanz fir die Abiturpriifung hat.
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Didaktisch-methodische Hinweise

Zufallige Ereignisse und Entwicklungen begegnen lhren Schilern tagtéglich. Es dirfte
jedoch fir viele Schiler Uberraschend und daher interessant sein, zu erfahren, dass es
Methoden und Verfahren gibt, auch fiir solche Ereignisse und Entwicklungen einigerma-
Ben zuverlassige Prognosen zu erstellen.

Eines der bekanntesten Beispiele ist der Wetterbericht, der fiir eine kiirzere Zeitspanne
(in der Regel drei Tage) sehr zuverlassige Aussagen bezliglich der Sonnenscheindauer,
der Entwicklung der Temperatur, des Niederschlags oder der Windstarke macht. Auch
andere Prognosen, wie zum Beispiel die Entwicklung des Wirtschaftswachstums, der
Beschaftigungsrate oder der Lebenserwartung sind fiir unsere Gesellschaft von Bedeu-
tung. Dass diese Prognosen nicht immer so eintreffen, liegt unter anderem an dem je-
weils zugrunde liegenden mathematischen Modell.

Die Binomialverteilung ist die wichtigste elementare Verteilung der Stochastik. Die
ZufallsgroRe ,Anzahl der Treffer” beim ,Ziehen mit Zuriicklegen” ist binomialverteilt.
Da man zahlreiche Experimente auf das Ziehen mit Zurlicklegen zurlickfiihren kann, i<%
diese ZufallsgroRe gewissermallen der Prototyp einer binomialverteilten Zufallogrol3e.
Fur die Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt die von Jakob Bernoulli (1655-170%) hergzeslei-
tete Formel.

Vorbereitung - damit alles gelingt

Kopieren Sie die Materialien M 1-M 6 in Klas ;enstarke. Verizilen Sie czi.achst M 1 und
teilen Sie lhrer Lerngruppe mit, dass es um e~z Multiple-Ch~ice-Test zu Vokabeln in
Slowenisch geht. In der Regel soll € =s it lhrer Lerni,ruppe keinen Schiler geben, der
diese Sprache beherrscit. Andernfclls +imr mt ¢inez, Schiiler an diesem Test nicht teil.
Ein Schiiler ha* uei. Test t estanden, wenn 2r mindestens 50 % aller Fragen richtig be-
antwortet hat. Das F:gebn . aes Test*. wird ermittelt und festgehalten. Danach wird das
Gar ce schiittwiice v natherhatiscn analysiert. Dazu lesen die Schiler eigenverantwortlich
Ma erial M 2’ und' beschifugen sich mit Material M 3. Erst wenn Material M 3 vollstandig
bea beitet i t, t~.icn Sie das Losungsblatt zu Material M 3 aus. Und so verfahren Sie
auch it #:n folgenden Materialien M 4-M 6. Wenn ein Schiler gar nicht zurechtkommt,
helfen Sie mit einem entsprechenden Tipp weiter. Zur weiteren Vertiefung bieten sich
die gruppenweise Bearbeitung der Materialien M 7-M 11 im Unterricht bzw. als Haus-
aufgabe an. Mit der Lernerfolgskontrolle (M 12) schlieBen Sie die Unterrichtseinheit ab.

Bezug zu den Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz

Allg. mathe- Leitidee Inhaltsbezogene Kompetenzen Anforderungs-
matische . . bereich
Die Schiler ...
Kompetenz
K1 L5 ... erleben mit einem Vokabeltest einen I, 1l

experimentellen Einstieg in das Thema
».Binomialverteilung” (M 1),

K1, K2 L4 ... wenden Grundkenntnisse aus der I, nl
Kombinatorik an (M 4, M 7-M 12),
K1,K2 K5 L4 ... wenden die Formel flir die Binomial- i,
verteilung an (M 6),
K1-K 5 L1,L4 | ... festigen ihr stochastisches Kénnen -1
(M 7-M 12).

Fur welche Kompetenzen und Anforderungsbereiche die Abklirzungen stehen, finden Sie
auf beiliegender CD-ROM 65.
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Auf einen Blick

Schrittweise Herleitung der Formel fiir die Binomialverteilung

Losungen

Material

Thema

Stunde

Einstieg
M 1

Vokabeltest Slowenisch — ein Anwendungsbeispiel

Anhand eines Multiple-Choice-Tests anwendungsorientiert
in das Thema ,Binomialverteilung” einsteigen; zu 10 deut-

schen Woértern die Ubersetzung ins Slowenische suchen

1.

Mathematische Analyse des Vokabeltests

Definition des Bernoulli-Experiments; Einflihrung der
Binomialkoeffizienten; Einflihrung einer binomialverteilten
ZufallsgroRe; Ubersicht (iber das Vorgehen zur schritt-
weisen Herleitung der Formel fur die Binomialverteilung

M3

Analyse des Vokabeltests: das Baumdiagramm
Wahrscheinlichkeit bei vier Multiple-Choice-Blocken mit
jeweils drei Ankreuzmoglichkeiten; Losung mithilfe eines
Baumdiagramms;

Farbstifte benutzen!

M 4

Wahrscheinlichkeit bei finf Multiz:: Choice-}ocken
Wahrscheinlichkeit bei fiinf Mul iple-Choice-Bl i}cken miu
jeweils drei Ankreuzmoglicokeite..; Los tng mith i'¥C einer
Tabelle und kombina o:’schur Uberlegu 1gen

2./3.

Weitar geht's ni't k Tr»fferr. - Verallgemeinerung
lerallc emeir eruny der Lisherigen Uberlegungen

bD’c wahrsch finlichkeit beim Vokabeltest Slowenisch
Lésung der Einstiegsaufgabe mithilfe der Formel fiir die
B..iomialverteilung

4./5.

Vertiefung mithilfe von Anwendungsaufgaben (6.-8. Stunde)

Material Thema
M 7 Die Bernoulli-Kette
Definition der Bernoulli-Kette; Anwendung auf ein Wirfelexperiment
M 8 Das Urnenexperiment
EinfUhrung des Standardmodells ,,Urne” fiir das Ziehen mit Zurtcklegen
M9 Das Glucksspiel
Wiirfelexperiment mit drei Wirfeln
M 10 Eine Sportschiitzin
Anwendungsaufgabe zur Binomialverteilung
M 11 Eine Eignungspriifung
Anwendungsaufgabe zur Binomialverteilung
M 12 Kreuz und quer - den Lernerfolg feststellen
(LEK) Den Lernerfolg an Anwendungsaufgaben Uberpriifen

Minimalplan

Beschranken Sie sich auf die Herleitung der Formel fiir die Binomialverteilung (M 1-M 6).
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M1

Die nachste Studienfahrt geht nach Slowe-
nien. Hochste Zeit, dass Sie die Sprache

lernen!

Aufgabe

Suchen Sie fir jedes deutsche Wort die
Ubersetzung ins Slowenische. Kreuzen Sie
diese unter den angegebenen Maoglich-
keiten an. Wenn Sie mindestens 50 % der
Fragen richtig beantwortet haben, ist der

Test bestanden.

Verlauf

Material
S1

LEK

Ljubljana, Slowenien

Glossar Losungen

Vokabeltest Slowenisch - ein Anwendungsbeispiel

1. lachen heif3t 5. Fisch heil’t 9. Loffel heildt
0 spati O rak O noz

0 smejati O riba 0 Zlice

O hoditi O Skolika O vilice

2. Insel heif’t 6. Rucksack heust '0. Zelt »=ilRt ]
O hiSa O rerilo L. Zotor

O morje O hiaCe 0 okno

] otok i1 nal rbtnik [ postelja

3. .ede:. heil:* 7 neben heifdt

O govoriti O iskati

O plavati O ljubiti

O jesti O citrati

4. Kartoffel heifdt 8. Luge heil’t

O cZebula O laz

O paradiznik L miza

O krompir O stol
Lésung zum Vokabeltest Slowenisch (M 1)

Deutsch Slowenisch Deutsch Slowenisch
1. lachen smejati 6. Rucksack nahrbtnik
2. Insel otok 7. lieben ljubiti

3. reden govoriti 8. Luge laz

4. Kartoffel krompir 9. Loffel Zlica

5. Fisch riba 10. Zelt Sotor

Vgl. http://de.pons.com/iibersetzung
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M 2 Mathematische Analyse des Vokabeltests

Zur Wiederholung
Der Vokabeltest ist ein Zufallsexperiment mit zwei Ausgéangen:
Vokabel richtig (Erfolg/Treffer) oder Vokabel falsch (Misserfolg/Niete).

Solche Zufallsexperimente heilRen Bernoulli-Experimente. Fiihrt man
ein Bernoulli-Experiment n-mal unter gleichen Rahmenbedingungen
durch, so erhalt man eine Bernoulli-Kette der Liange n. Fur eine Ber-
noulli-Kette der Lange n (n € N) mit der Trefferwahrscheinlichkeit p gilt:

SRR
Dabei gibt die ZufallsgroBe X die Anzahl der Treffer k mit k<n an.

n
(kj heiBen Binomialkoeffizienten. Man sagt: Die Zufallsgrof3e X ist binomialverteilt.

Das Vorgehen auf einen Blick
Wie kommt man zu dieser Formel? Wir machen uns das schrittv eise klar:

1. Schritt Wir fuhren in Gedanken einen Vokabeltest m t nur v.er Multinle-t'*oice-
Blocken mit jeweils drei Ankreuzmaéglichke’cen Jurch. Liesen Foll kéraen wir mit
dem vertrauten Baumdiagramm ansch. ulich bearbeiten und l6sen.

Beispiel:

2
px=2) =6/ 112
\ 3} ko
2 Schrihr* W': eii.dhen die Anzahl der Multiple-Choice-Blocke auf fanf. Das Baum-

dirgramm hatt: nun o - 2 = 32 Pfade. Wir suchen nach einer anderen Maoglichkeit,

die Anzahl der .crschiedenen Ereignisse rechnerisch zu bestimmen. Die Kombinatorik
hilft one

2
] = 0,290

Ergebnis:

4. 5
543 = =10 Modglichkeiten
3-21 3

3. Schritt Wir finden mit dem Ergebnis aus dem 2. Schritt die Wahrscheinlichkeiten
P(X=k) mit k=0,1, 2, 3, 4, 5.

4. Schritt Wir verallgemeinern und erhalten als Formel fiir die Binomialverteilung:

IRV LN n—k ~
Rechts ist eine typische Binomialverteilung =1 X ]
abgebildet. e

X=k

o 1 d 2 a 3 3 7 8 ] 10

Typische Binomialverteilung (n = 10; p = 1/3)
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M3 Analyse des Vokabeltests:

das Baumdiagramm

1. Schritt

Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, unter vier Multiple-Choice-Blécken (2 nur 4 Voka-
beln erraten) mit jeweils drei Ankreuzmdglichkeiten keine Vokabel, genau eine, genau
zwei, genau drei oder genau vier Vokabeln richtig zu erraten?

Wir l6sen das Problem mithilfe eines Baumdiagramms. Die Abbildung zeigt die Struktur
eines solchen Baumdiagramms.

Aufgabe

a) Beschriften Sie die Verzweigungs-
punkte mit r bzw. f.

b) Dabei gilt (Erganzen Siel):
p(Vokabel richtig geraten)
= p(r) =
p(Vokabel falsch geraten)
= plf) =

Die Zufallsvariable X = k zahlt, wie oft \
die Vokabel richtig geraten wird.

X=0)= Vokabel 1

Vokabel 2

)
X=3)= Vokabel 3
)=_ Vokabel 4

Losung zu M 3: Aus dem ausgefiillten Baumdiagramm lesen wir die verschiedenen
Ereignisse ab und erhalten als Wahrscheinlichkeiten fur diese Ereignisse:

Ereignis | Haufigkeit Kombinationen Wahrscheinlichkeit
4
4 r 1-mal rrrr P(X:4)=(%) =0,012;
1N (2
3r,b1f 4-mal rrrfrrfrorfrefrrer P(X=3)=4§ 3 =~ 0,099
2 2F 6-mal rrff,rfrf,fref,rffr,frfr; P(X—2)—612 gz~0296_
’ ffrr YT g \g) Y
(2
1r,3f 4-mal rfff,frif,ffrf,fffr P(X:):4§ 3 =~ 0,395
24
4 f 1-mal ffff P(X:O):(Ej = 0,198

Merke: Die Summe der Wahrscheinlichkeiten ist immer gleich 1.
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M 4  Finf Multiple-Choice-Blocke (Fortsetzung) -
Kombinatorik hilft weiter!

Die Anzahl 10 ergibt sich auch aus folgender Uberlegung: Das erste x kann auf die ,Stel-
len” 1, 2, 3, 4 und 5 verteilt werden, flir das zweite x verbleiben noch 4 Stellen und fur
das dritte x noch drei. Also gibt es anscheinend insgesamt

5+ 4«3 =60 Moglichkeiten, drei x auf fiinf Stellen zu verteilen.

Aufgabe: 60 ist ungleich 10. Was haben wir iibersehen?

Nun, hatten wir ein Baumdiagramm benutzt und wirden wir x jeweils unterschiedlich
schreiben, namlich als x,, x,, x, (fur ,Vokabel 1 richtig”, ,Vokabel 2 richtig” bzw. ,Voka-
bel 3 richtig”, allgemein ,Vokabel n richtig” fir n<5), dann erkennen wir zum Beispiel:

Xy Xy X3y
Xy X1 X3
Xy X3 Xy,
Xy X3 Xy
X3 X3 Xy
X3 X1 X,

stellen dasselbe Ereignis in der 1. Zeile unserer Tabelle Zar Das tri ‘ft auf jede dr Zei.icn
in der Tabelle zu.

Also mussen wir 5¢ 4¢3 durch 6 =3 «2 «1 = 3! dividieren.

5 | .4.3.92.
? verwendet 1 a. die Schreihw sise ( W— 5! 5:4-3-2-1

5.4
Statt = .
? 5) 3L(6-3)1 (321 (21

Tipp 1

Wern.» Sic die Binomialkoeffizienten p p

n

k 1 2 1
ausrechnen, erkennen Sie, dass sich diese 1 3 3 1
zu dem rechts abgebildeten Schema an-
ordnen lassen. 1 4 6 4 1
Dieses Schema heil3t nach Blaise Pascal
(1623-1662), einem beriihmten Mathe- 1 S|1oj10)s5)1
matiker, das 116 |15|20|15]| 6 |1
Pascal’sche Dreieck. 1171211351 35121] 7 | 1

118]128|56|70]|56]128|8]1

Tipp
Zur direkten Berechnung der Binomialkoeffizienten bieten viele Taschenrechner eine

20
Tastenkombination an. Zum Beispiel erhalt man [ ] bei einigen Taschenrechnern
mit der Tastenfolge 4

|20|nCr| 4|
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M 8 Vertiefung: das Urnenexperiment

Aufgaben: In einer Urne befinden sich 10 gleichartige Kugeln. Davon sind 8 schwarz und
2 weil3. Es werden nacheinander mit Zuriicklegen 10 Kugeln gezogen.

1. Geben Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir an, eine weilRe bzw.
eine schwarze Kugel zu ziehen.

2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit

a) werden genau 2 weilRe Kugeln gezogen?

b) ist nur die erste gezogene Kugel weil3?

c) ist mindestens eine der gezogenen Kugeln weil3?
d) ist hochstens eine der gezogenen Kugeln weil3?

3. Wie viele Kugeln muss man ziehen, damit sich mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr
als 90 % unter den gezogenen Kugeln eine weilRe Kugel befindet?

4. In die Urne werden zusatzlich r rote Kugeln gelegt. Bestimmen Sie r so, dass dic

Wahrscheinlichkeit, eine rote Kugel zu ziehen, gleich % ist.

Lésung zu M 8

1. P(weil3) = i=l und P(schwe- ! =
10 b5

[S N

_oY
10
2. a) Es ist eine P=rnoulli-Kei*e der Lang> n = 10 mit Trefferwahrscheinlichkeit p =%;

15

P (1Y Ay 1V (4)°
— =Y -9)= _ ~ | = = — | =
7> 5% PR [ /(5) ksJ 4 (5) (5) 0.302.

9
b) Lrst kom nt e: ~c weille Kugel, dann folgen 9 schwarze Kugeln: P :%(%J ~0,0268.

c) Wegen der Formulierung ,mindestens eine” miissten verschiedene Falle betrach-
tet werden. Einfacher ist es, das Gegenereignis ,Keine der gezogenen Kugeln ist
weilR.” zu betrachten. Dann gilt: P(Mindestens eine der gezogenen Kugeln ist weil3.)
= 1 - P(Keine der gezogenen Kugeln ist weil3.) = 1 — P(Alle Kugeln sind schwarz.).

0 10 10
P=1-B(10 1:0) = 1 -(10)(1) (ﬂ) :1—(ij - 0,893
5 0)\5)\5 5
d) PX<1)=B(10; - 0)+B(10; 1)=(10](1j (ﬂ) +(1OJ(1J (ﬂj - 0,376
5 5 0)l5)\5 1\5) 35

3, P(X21)=1—P(X:O):1—(nj(l) ijn>o,9;
o/l5) |5
=

(g)!m - n-|n(%)<ln(o,1) n-In (0,8) <In (0,1)

In
Wir dividieren durch In 0,8. Da In 0,8 < 0, so folgt: N >In
Ergebnis: Man muss mindestens 11-mal ziehen.
r 4

10 =§ < 9r=40+4r < r=8.Man muss zusatzlich 8 rote Kugeln dazulegen.
+r
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M 11 Vertiefung: eine Eignungsprifung
Aufgabe

Die Personalchefin eines Unternehmens
muss eine Eignungspriifung erstellen. Dazu
wahlt sie jahrlich aus einem Katalog von
50 Fragen 6 Fragen zufallig aus.

1. Wie viele Maoglichkeiten hat sie, die
Prifung zusammenzustellen, wenn die
Reihenfolge der Fragen keine Rolle spielt?

2. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die Prifung genau eine Frage enthalt, die
bereits im Jahr zuvor gestellt wurde?

3. Zu jeder Frage werden 5 Antworten zur
Auswahl vorgegeben, von denen genau
eine richtig ist. Einem Prufling sind alle
Fragen vollig schleierhaft. Wie grol ist
die Wahrscheinlichkeit, dass er mindes- Die Chefin iber dem Test
tens 2 Antworten zufallig richtig ankreuzt?

Lésung zu M 11

£0
1. Aus einer 50-elementig :n Menge konen (6) “eilmengen entnommen werden.

= F-~ aibt e'wa 1, 890 "v0 Mdalicikeiten, die Prifung zusammenzustellen.

2. 'ir die # nzanl der mag.achen Prifungen, die genau eine Frage aus dem Vorjahr ent-
| alten urd fuf Fragen aus den restlichen 44 Fragen, gilt:

b\ [A/
. =6-1086 008 =6 516 048.
1) s

= P (genau eine Frage aus dem Vorjahr) = Mz 0,41=41 %
15 890 700

3. Es ist eine Bernoulli-Kette der Lange n = 6 mit der Trefferwahrscheinlichkeit p = %

Losungsidee:

Wir betrachten das Gegenereignis ,Der Prifling kreuzt keine oder genau eine Ant-
wort richtig an.”. Dann gilt:

P(mindestens 2 Antworten richtig) = 1 — P(keine oder genau eine Antwort richtig)

P(keine oder genau eine Antwort richtig) =

0 6 1 5
B(6; ~: 0)+B(6; -; 1):@(1) (i) +(6)(1) (ij - 0,655.
5 5 0/\5 5 15 5

Also:

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Prifling zufallig 2 richtige Antworten ankreuzt, ist
1 - 0,655 =0,34464 = 0,345.

Mit 34,5%-iger Wahrscheinlichkeit kreuzt der Prifling mindestens 2 Antworten zu-
fallig richtig an.
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M 12 Vertiefung: kreuz und quer -

den Lernerfolg feststellen

1. Lehrerin Sonja Maier kontrolliert in ihrem Mathematikunterricht monatlich 10-mal
stichprobenartig die Hausaufgaben von 25 % ihrer Schiler der Klasse 9 a. Wie grol3
ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Schiler/eine Schuilerin der 9 a, nicht kontrolliert
zu werden?

2. Nach Angaben der Deutschen Post erreichen 90 % der Briefe am folgenden Tag ihren
Empfanger. Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, dass von 30 abgeschickten Briefen
6 Stuck langer als einen Tag brauchen.

3. Auf einem Fest wird eine Tombola zu Gunsten von ,Menschen in Not” veranstaltet.
Unter 100 Losen gibt es zwei Gewinne. Katharina kauft 10 Lose. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit hat sie mindestens einen Gewinn?

4. Die Erfahrung zeigt, dass in Grof3stadten ca. 5 % der Fahrgaste in der U-Bahn, S-Bahn
und im Bus keine Fahrkarte gekauft haben, also sog. Schwarzfahrer sind.

Es werden 30 Fahrgaste unabhéangig voneinander kontrolliert. Fur die zufé!'ige Ahzahl
der Schwarzfahrer gilt die Binomialverteilung. Ermitteln Sie die V¢ rsch=inlic! keit
folgender Ereignisse:

E,: Unter den 30 Fahrgésten befindet sich kein Schwarz ahrer.
E,: Unter den 30 Fahrgéasten sind mehr als drei Schwarziahrer.

Lésung zu M "

1. E~isteine Barr- dlli-Ket:e der _ange n = 10 mit der Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,25.
1C
2(X=0):: [ o \ n,25°.0,75"° = 0,056
J

Die Chance fiir einen Schiiler, nicht kontrolliert zu werden, liegt bei etwa 6 %.

2. Losungsidee: Wenn 6 Stlick langer als einen Tag brauchen, missen demnach 24
Stick plnktlich ankommen.

30 30
P(X=24)=B(30; 0,9; 24)= (24) -0,9%.0,1° =( 5 ] -0,9%*.0,1° ~ 0,047

Die Wahrscheinlichkeit, dass 6 Briefe langer als einen Tag brauchen, betragt etwa
4,7 %.

3. P(mindestens 1 Gewinn) = 1 — P(kein Gewinn)
10 10
P(X=0)=B(10; 0,02; 0) = 0 0,02°.0,98" =0,82 = P(X=>1=1-0,82=0,18

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 18 % ist bei 10 Losen mindestens 1 Gewinn dabei.

4. Die Anzahl der Schwarzfahrer unter den 30 kontrollierten Fahrgasten ist binomialver-
teilt. Also: P(E,)=P(X =0)=0,95" =0,2146. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 21,5 %
sind unter 30 zuféllig kontrollierten Fahrgasten keine Schwarzfahrer.

P(E,) = 1-P(X < 3)
30 29 1 30 28 2 30 27 3
P(X <3)=0,95 +30-0,95" -0,05'+| " |-0,95™-0,05" +| " |.0,95” -0,05° ~ 0,9392

P(E,) =1-0,9392 =0,061. Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 6 % sind unter 30 zufal-
lig ausgewéhlten Fahrgasten mehr als 3 Schwarzfahrer.
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