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Die Mathematik im Klavier -
Exponentialfunktion und Logarithmus

Nico Lorenz, Waltrop

Sop vie spielt E 3la B. rtak.

Klasse: 10/11
Dauer: 1-2 Stunden

Inhalt: Anwendung von Exponentialfunktion und Logarithmus, um die Frequenzen
der Tone eines Klaviers zu untersuchen

lIhr Plus: geeignet fur fachtibergreifendes Unterrichten: Es gibt Querverbindungen
zur Musik und zur Physik.

Wie hangen eine Klaviertaste und die Frequenz des Tones, den diese Taste erzeugt,
mathematisch zusammen? Dieser Zusammenhang wird hier untersucht!

Abseits der so wenig variierenden Schulbuchaufgaben beschreibt der Beitrag eine all-
tagsnahe Anwendung von Exponentialfunktion und Logarithmus, die zuséatzlich durch
weitreichende Querverbindungen zur Musik und zur Physik interessant erscheint.
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Didaktisch-methodische Hinweise

Inhalt

Thema des Beitrags sind Exponentialfunktionen zu beliebiger Basis. Aufbauend auf viel-
seitigen, vorbereitenden Aufgaben wird eine Exponentialfunktion zur Basis 12\/72 aufge-
stellt, mit der sich die Frequenzen der Tone eines Klaviers berechnen lassen. Von die-
ser Funktion ausgehend werden Klaviere und die darauf spielbaren Téne mathematisch
untersucht.

Fachliche Voraussetzungen

Ilhre Schiiler sollten wissen, was eine Exponentialfunktion ist, und solche Funktionen
(auch zu beliebiger Basis) aufstellen kdnnen. Weiterhin sollten sie in der Lage sein,
Exponentialgleichungen mithilfe von Logarithmen zu I6sen. AulBerdem ist ein siche-
rer Umgang mit (hoheren) Wurzelausdriicken und den Potenzgesetzen unumganglich.
Dabei sollten Ihren Schilern insbesondere die folgenden Identitaten bekannt sein:

1
- . Y
"fa=a" sowie a‘a’=a*"’ und (ax) =a".

Vorbereitung der Unterrichtseinheit

Laminieren Sie die Tippkarten (M 3), legen Sie diese aut de m Lehrcrpult aus un:! stellen
Sie einen Overheadprojektor bereit.

Ablauf der (Doppel-)Stunde

Teilen Sie die Aufoaben (M 2) cus. Projizie. 21 Sie die Folie (M 1) mithilfe eines Overhead-
projektors ai. 1lie Wend und k_ginnel Sie mit einem kurzen Vortrag (ber die Einteilung
der Tine.

e Aufeinader olgende Téne machen einen Halbtonschritt aus.

e 1.2 H=a';tonschritte ergeben eine Oktave.

e Die internationalen Bezeichnungen der Tone bestehen aus einem Buchstaben und
einer Zahl, wobei die Zahl die Hohe der Oktave kennzeichnet und sich die Buch-
staben periodisch wiederholen.

Beispiel: Der Kammerton von 440 Hz tragt die Bezeichnung ,,A4”.

Erklaren Sie dies mit entsprechenden Verweisen auf das A
Bild der Klaviertastatur, die Sie an die Wand projizieren. 6

Gehen Sie weiterhin zur Wiederholung noch einmal auf
die Bedeutung von

41 &
exponentiellem Wachstum €
ein. Wiederholen Sie dabei insbesondere, dass sich mit 2
jedem Schritt die GroRe um einen konstanten Faktor
vergrofBert, und ziehen Sie Vergleiche zu vorherigen //6

-

Aufgaben heran, in denen Verdopplungs- oder Halb-
wertszeiten berechnet wurden.

-4 -2 0 2

Zur Erinnerung: Die natirliche
Exponentialfunktion €*
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Auf einen Blick

"/A Einstieg, Aufgaben und Tipps
Material Thema
M1 Die Mathematik im Klavier

(Sw-Fo) Schwarz-Weil3-Folienvorlage fiir eine kurze Einfiihrung in die Notenlehre

Veranschaulichung des mathematischen Zusammenhangs zwischen
Klaviertasten und den Frequenzen der Tone, die sie erzeugen

M 2 Die Mathematik im Klavier — Aufgaben

Aufgabenblatt, in dem — durch kleinschrittige Aufgabenteile angeleitet
— die Frequenzen von Tonen untersucht werden, die auf einem Klavier
spielbar sind

M3 Tippkarten

Tippkarten zu einzelnen Aufgabenteilen

Minimalplan

Falls die Zeit nicht fiir die Bearbeitung des gesamten Ma.erials gen.igt, empfiehl. es sich,
die Aufgabenteile h) und i) von Material M 2 .vc zulasser. Durch diese stottauswahl
wird die Thematik bereits in ausreichen”cr B eite abgefragt.

Lehrplanbezuo

Der ! chrplan Baye' n' we st dies=® Suchworte auf:

Beispie e fi- expo.eriaellen Anstieg und exponentielle Abnahme

allgeme ine "xponentialfunktion

Begriff des Logarithmus, Rechenregeln flr Logarithmen

einfache Exponentialgleichungen

Der Kernlehrplan Nordrhein-Westfalen? weist diese Stichworte auf:

— Die Schiiler beschreiben Wachstumsprozesse mithilfe linearer und Exponential-
funktionen.

— Die Schiler untersuchen Wachstums- und Zerfallsprozesse mithilfe funktionaler
Ansatze.

Der Bildungsplan Baden-Wirttemberg® weist diese Stichworte auf:

— Exponentialgleichungen unter anderem im Zusammenhang mit Wachstumspro-
zessen |dsen

— den Logarithmus einer Zahl als Losung einer Exponentialgleichung verwenden

1 http://www.isb-gym8-lehrplan.de/contentserv/3.1.neu/g8.de/index.php?StorylD=26221
2 http://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/upload/klp_SIl/m/KLP_GOSt_Mathematik.pdf
3 http://www.bildungsplaene-bw.de/,Lde/LS/BP2016BW/ALLG/GYM/M/IK/9-10/01/00
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Zeichnung: Christian Panse

Die Tasten einer Oktave (Ausschnitt einer Klaviertastatur)

ﬂ | ]
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Die Noten einer Oktave
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Die Frequenz eines Tons, also einer Schallwelle, bestimmt, in welcher Ho6he wir diesen
Ton horen. Sie gibt an, mit welcher Regelmaligkeit die Schallwelle schwingt. Der sog.
Kammerton in der Musik beispielsweise hat eine Frequenz von 440 Hz (Hertz), d. h. die
Schallwelle schwingt in einer Sekunde 440 Mal. Dieser Ton wird international in der
Regel mit ,A4"” bezeichnet und als Grundton benutzt, um Instrumente zu stimmen.

Entlang der Notenskala wachst die Frequenz
der Tone exponentiell: geht man von einem
Ton eine Oktave, d. h. 12 Halbtonschritte,
weiter, so verdoppelt sich die Frequenz. Die
jeweilige Oktave, in der sich der Ton befindet,
wird durch eine Zahl nach der Tonbezeich-
nung gekennzeichnet: Die Noten einer Oktave

Eine Oktave Gber dem Kammerton liegt der Ton Ab, eine Oktave unter dem Kammerton
liegt der Ton A3. Die Buchstaben zur Bezeichnung des Tons wiederholen sich dem obi-
gen Bild entsprechend, das einen Ausschnitt einer Klaviertastatur zeigt; nach dem Ton
H4 folgt beispielsweise C5, dann Cisb, usw. Dabei erklingt ein Ton umso hobk~., je v eiter
die entsprechende Taste rechts auf dem Klavier liegt.

Aufgabe

a) Berechnen Sie die Frequenzen der Tone A2 una Ab.

b) Um welchen Faktor unterscheiden sica die Fren::anzen zv eier aufeinanderfolgender
Tone?

Tipp Betrachte einen Ton un 1 de. “on, vc. einen Halbtonschritt weiter liegt!
c) Welche Ficquenz hat dor Tui. D5? Welche Frequenz hat der Ton F4?

d) V.elche: Ton k. cine Fr2aueriz von 1046,5000 Hz? Welcher Ton hat eine Frequenz von
£91,9954 Hz?

e) ~uf eine n Guiichen Klavier ist der Kammerton die 49. Taste. Welche Frequenz hat
der Tz.i, der erklingt, wenn man die erste Taste anschlagt und wie heil3t er? Welche
Frequenz hatte der Ton, der auf der Taste links neben der ersten Taste lage?

f) Bestimmen Sie eine Funktion f, sodass f(x) die Frequenz der x-ten Taste auf dem
Klavier angibt.

f*) Bestimmen Sie eine Funktion wie in f), in der keine gerundeten Werte auftauchen.

g) Die hochste Frequenz, die man mit einem Ublichen Klavier spielen kann, betragt ca.
4186,0090 Hz. Wie viele Tasten hat ein solches Klavier? Wie viele davon sind weil3,
wie viele schwarz?

h) Auf einigen groBen Konzertfligeln werden links
noch einige tiefe Tone erganzt. Der tiefste Ton hat
dann eine Frequenz von 16,3516 Hz. Auf der wieviel-
ten Taste liegt dann der Kammerton A4?

i) Der Mensch kann Frequenzen zwischen ca. 16 Hz und
18 000 Hz wahrnehmen. Wie viele Tasten musste ein
Klavier haben, um den gesamten Horbereich abzu-
decken, wenn die niedrigste Taste dann den Ton mit
einer Frequenz von 16 Hz erzeugen wiirde? Wie breit Konzentriertes Madchen am
wire ein solches Klavier, wenn eine Taste im Schnitt ~ Klavier
1,4 cm breit ist?

Hinweis: In Wirklichkeit sind die Tasten etwas breiter. Da sich die schwarzen Tasten
jedoch zwischen den weillen Tasten befinden, fihrt die hier angegebene Breite zu
einer guten Naherung.
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Losungen und [ Tipps zum Einsatz

M 2 Die Mathematik im Klavier — Aufgaben

a)

c)

Da die Tone genau eine Oktave lber bzw. unter dem Kammerton liegen, betragt die
Frequenz von

A3 genau: % * 440 = 220 [HZ]
und die Frequenz von
Ab genau: 2 * 440 = 880 [Hz].

Eine Oktave besteht aus 12 Halbténen. Der Faktor, mit dem man einen Ton multipli-
zieren muss, um zur nachsthoheren Oktave zu gelangen, betragt 2. Da die Faktoren
immer gleich sind (aufgrund des exponentiellen Wachstums) betragt der Faktor zwi-
schen zwei aufeinanderfolgenden Tonen: ‘2\/—2 =1,05946...

Dieser Aufgabenteil ist einer der kniffligsten und gleichzeitig wichtig als Vorberei-
tung auf die nachsten Aufgabenteile. Unterstiitzen Sie lhre Schiler an dieser Stell.,
falls dies notig ist, um ihnen die Bearbeitung der folgenden Aufgaben -. ern 6gli-
chen.

Der Ton D5 liegt 5 Halbtonschritte Giber A4 (A4 — Ais4/B4  H4 - C4 - Cis4/D xs4 - )5)
und hat damit eine Frequenz von:

440.(12 9)5 = 87,3295 [Hz].

Der Ton F4 liegt 4 Halbtonschrit ¢ 'intei A4 (F3 - Fi 3/Gess — G3 — Gis3/As3 — A4) und
hat daher eine Frequcn: ron:

240-(7[2)" = 349,2282 [Hz].
Man veac e: £Z.viscken H und C liegt nur ein Halbtonschritt!
L's gilt:

44;.Uiﬁ)x=1o46,5 & x=Ioguﬁ(

1046,5j _In(1046,5/440) 14,99 (~ 15)

440 In2[2

15 Halbtonschritte tGber A4 liegt der Ton C6 (12 Schritte - A5; A5 — Aisb/B5 - H5 - C6),
welcher dann also eine Frequenz von 1046,5000 Hz hat. Weiterhin gilt:

391,9954) -9
440

Zwei Halbtonschritte unter A4 liegt G4 (G4 — Gis4/As4 — A4). Dies ist der gesuchte Ton.

440-(1{/_2)X =391,9954 & x= Iognﬁ(

Einige (insbesondere altere) Taschenrechner haben den Logarithmus zu beliebiger
Basis nicht implementiert, sondern nur den dekadischen und den natirlichen Loga-

_log,(x)

rithmus. Aufgrund des Logarithmengesetzes: log, (x)
Ausdriicke trotzdem berechnen. log, (b)

lassen sich jedoch die
Die Losung der ersten Gleichung erhédlt man beispielsweise durch Eingabe von:
log,,(1046,5/ 440) In(1046,5/ 440)
oder .
log,, "3/ 2 In"%/ 2

Analog kann man in den weiteren Rechnungen verfahren.
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