Sich die Pfadregeln bei mehrstufigen Vorgangen erarbeiten

- Verlauf Material LEK Glossar Lésungen

Situationen aus dem praktischen Leben -
sich die Pfadregeln erarbeiten

Antonia Zeimetz, Offenbach
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Ein stochastisches Experiment k2., .. an auf ‘erschi. dene .\iv und Weise auswerten.

Entlang der Brunerschen Trias — enaktiv, ikonisch, symbolisch — werden die Pfadaddi-
tions- und Pfadmultiplikationsregel erarbeitet und angewendet. Beispielsweise sollen
die Schiler mithilfe des Einsatzes von Baumdiagrammen entscheiden, ob ein Verfahren
zur Auslosung fair ist. Hierbei begegnen den Schiilern Situationen, in denen die Intuition
alleine keine verlassliche Entscheidungsgrundlage liefert, und sie erfahren, wie Experi-
mente sowie Simulationen zur Uberpriifung von Hypothesen genutzt werden kénnen.

Darliber hinaus spielt in dieser Unterrichtseinheit der Umgang mit Daten eine wichtige
Rolle, denn in unserem personlichen, beruflichen und gesellschaftlichen Leben werden
wir standig mit statistischen Daten konfrontiert und miissen als miindiger Biirger diese
strukturieren und bewerten kénnen. Der Einstieg in die Stochastik berilicksichtigt dieses
Erfordernis.
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Didaktisch-methodische Hinweise

In dieser Unterrichtsreihe geht es um die Entwicklung und sinnstiftende Anwendung
der Pfadadditions- und Pfadmultiplikationsregel unter der Berlicksichtigung von echten
Daten. Durch die Nutzung der unterschiedlichen Reprasentationsmodi (enaktiv — iko-
nisch — symbolisch) erhalten lhre Schiiler die Mdglichkeit, selbststandig diese Regeln
zu entwickeln. Hierzu werden zunachst experimentelle Zugange verwandt und diese
anschlieend verallgemeinert.

Methode

Die Unterrichtsmaterialien berlicksichtigen unterschiedliche Sozial- und Arbeitsformen
und erméglichen eine hohe Eigenaktivitat der Lernenden. Beim Ubungsmaterial werden
die Prinzipien des intelligenten Ubens etwa durch den Einsatz von Aufgaben, in denen
Ihre Schiiler Fehler finden miissen, Umkehraufgaben und Aufgaben zur Binnendifferen-
zierung realisiert.

Lehrplanbezug

Das Kerncurriculum fiir Hessen (Sekundarstufe ) dient hier als Beispiel. Fiir cie P~npel-
jahrgangsstufen 7/8 und 9/10 werden dort u. a. folgende Schwerpunktsetzung n vo. je-
nommen:

e Zwei- und mehrstufige Zufallsexperimente e Baum<::gramn 2 e P7ad.cgeln

Diese Inhalte behandeln die vorliegenden Mate  aiie. Sie alt Lehrkratt térdern im Rah-
men der Unterrichtseinheit insbesondere die ¥~:..,stenze~ .n Bereich ,Darstellen”
und ,Problemlésen”. Die Schiiler .. (zen Baumdiagr.mme, um Zufallsexperimente zu
visualisieren. Zudem samr-cn. sie D 'ten a I1s ve:schiedenen Quellen (z. B. Texten) und
Ubersetzen diese ir ~in matt_.1atisc \es iviodell. In diesem Beitrag werden komplexe
Aufgaben vorg.: ~1lagen, iie sic * nicht nach einem vorgegebenen Muster I6sen lassen,
,odasc u.c Schil 'r eigene _isungsideen entwickeln miissen. Sie lernen verschiedene
Heur stiken ‘z. B. %-.,probieren, Computersimulation) kennen und wenden diese zur
Losu g vor Problemen an.

Lernvoraussetzungen

e Einstufige Zufallsexperimente

¢ Verschiedene Vorstellungen vom Wahrscheinlichkeitsbegriff (z. B. Laplace)

e Prozentbegriff

e Multiplikation von Dezimalzahlen

Lernziele
Die Schiiler kbnnen ...
. zu einer Situation ein passendes Baumdiagramm erstellen,
. die Pfadregeln anwenden,
. zwischen ,Ziehen mit Zuriicklegen” und , Ziehen ohne Zuriicklegen” unterscheiden,

.. mithilfe der Pfadwahrscheinlichkeit und einer Wahrscheinlichkeit entlang des Pfades
eine fehlende Angabe berechnen,

. das Gegenereignis nutzen, um eine Wahrscheinlichkeit zu bestimmen,

. komplexe Probleme mithilfe von Baumdiagrammen Idsen.
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Ablauf

Zu M 1: Mithilfe von Material M 1 wird die Pfadmultiplikationsregel entwickelt. Zunachst
formulieren die Schiler ihre Hypothesen bezliglich der Ergebnisse des zweifachen Miinz-
wurfs, auf die Sie spater zurlickgreifen. AnschlieBend wird in drei Schritten die Regel
erarbeitet. Enaktiv I6sen die Lernenden das Problem, indem sie in Kleingruppen 50-mal
zwei Minzen werfen und die Ergebnisse festhalten. Die Ergebnisse der Kleingruppe
werden in einer Tabelle zusammengefasst (Aufgabenteil c), sodass die Summe der
Wirfe 300 betragt. Anhand nattirlicher Haufigkeiten soll sich eine theoretische Lésung
anschliel3en.

Zu M 2: Dieses Arbeitsblatt dient zur Erarbeitung der Pfadadditionsregel anhand der
Frage ,Wie wahrscheinlich ist es, durch bloRes Raten einen Preis zu gewinnen?”.

Zu M 3: Anhand von Material M 3 werden die Falle Ziehen mit und ohne Zuriicklegen
verglichen. An die Erarbeitungsphase schlieBt sich eine Ubungsphase in Partnerarbeit
an. Die Schiler konnen hierbei ihre Losungen selbst kontrollieren, da sich auf den Tan-
dembodgen die Losungen zur Kontrolle des Partners befinden. Jeder soll die Aufgaben
bearbeiten, zu denen er keine Losung auf seinem Bogen hat.

Zu M 4: Im Sinne des operativen Ubens werden in Material M 4 Umkehraufgaben bear-
beitet — eine Situation soll einem Baumdiagramm zugeordnet werden oder lie Schiile.
sollen passend zu Baumdiagrammen Situationen erfinden. Durch die Veranc sruny der
Situation wird hier ein vertieftes Verstandnis fur mehrstufige Zufallsexrarime1 te enu vi-
ckelt. Die Lernenden arbeiten hierbei in Partnerarbeit (Aui_abenteil 1) una kon:-ollier '
sich gegenseitig. Die so entwickelten Aufgaben werden al= weitere : Ubuncsm~.crial in
der Lerngruppe eingesetzt.

Zu M 5: Die kritische Bewertung von Daten, di : aufarund de. ~_stiegenen Prasenz von
Statistiken im personlichen, beruflich.n uad gesellsct aftlicnien Umfeld einen wichtigen
Aspekt der Allgemeinbilduna darstel -, erfc ‘dert '~ Zchst deren Strukturierung. Das vor-
liegende Arbeitsblatt theraatisii rt de. Eins ..z von Baumdiagrammen zum Ordnen von
Daten. Darliber hiiaus wi'u behanc.i,, wie fehlende Daten durch Rickwartsrechnen
aewonnen werde 1 kdnner. (Ar-,gabenteil ¢ und d).

Zu N 6: Mi tels N'at~.ial M 6 sollen die Schiler lernen, wie man das Gegenereignis
geschickt n.tzern kann, um Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen. Sie sollen erkennen,
dass uiz Deziehung P(X>1)=1-P(X=0) gilt. Da diese Beziehung ein erhdhtes Abs-
traktionsvermogen erfordert, wird zunachst das Gegenereignis in Alltagssituationen
betrachtet (Aufgabenteil b). Erst in einem nachsten Schritt kommen die formalen Rech-
nungen hinzu. Zur Erarbeitung der Beziehung werden zwei Losungswege verglichen
(Aufgabenteil c).

Zu M 7: Haufig wird mangelndes Uben fiir das Ausbleiben des Lernerfolgs einiger Ler-
nenden angefiihrt. Allerdings ist ebenso ein konstruktiver Umgang mit Fehlern not-
wendig, um Fehlerursachen zu bekampfen. Aus diesem Grund werden in Material M 7
typische Fehler bei Baumdiagrammen thematisiert — eine Reflexion falscher Denkweisen
soll einen Beitrag dazu leisten, diese zuklinftig zu vermeiden. Das Aufdecken der Fehler
stellt somit eine konstruktive Hilfe dar.

Zu M 8: Anhand des vorliegenden Problems erfahren die Schiler, dass unsere Intuition
bei stochastischen Fragestellungen moglicherweise nicht zur richtigen Einschatzung
fahrt. Die Lernenden bewerten das in Material M 8 thematisierte Verfahren haufig als
unfair. Aus diesem Grund sollen die Schiiler zunachst experimentell eine Losung finden.
Hier eignet sich auch der Einsatz einer Tabellenkalkulation zur Simulation des Problems.
Zu M 9: Hier wird die in Material M 6 erarbeitete Strategie zur Bestimmung von Wahr-
scheinlichkeiten mithilfe des Gegenereignisses aufgegriffen.

Zu M 10: Das Arbeitsblatt dient zur Selbsteinschatzung der Fahigkeiten, die in der Unter-
richtseinheit erworben werden sollten. Jeder Kompetenz wurden die jeweils passenden
Aufgaben zugeordnet. Die Schiiler sollen ankniipfend an ihre Selbsteinschatzung die
Aufgaben aus der linken oder rechten Spalte auswahlen. Die Aufgaben in jeder Zeile
behandeln jeweils den gleichen inhaltlichen Aspekt auf unterschiedlichen Niveaustufen.
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Auf einen Blick

Material | Thema Stunde

M 1 Rabatte beim Schulfest — die Pfadmultiplikationsregel 1.- 2.

Erarbeitung der Pfadmultiplikationsregel anhand eines Miinz-
wurf-Experiments

M 2 Raten von Antworten beim Quiz - die Pfadadditionsregel 3.

Erarbeitung der Pfadadditionsregel anhand eines Quiz

M 3 Welches Spiel? — Ziehen mit und ohne Zuriicklegen 4.

Vergleich der Falle Ziehen mit und ohne Zuriicklegen in Part-
nerarbeit sowie Einsatz von Tandembodgen

M 4 Welche Situationen passen zu dem Baumdiagramm? 5.

Uben: zu Baumdiagrammen Situationen finden, entsprechend
des eigenen Leistungsstandes Aufgaben formulieren

M 5 Wie nutzen Kinder ihre Freizeit? — Diagramme erstellen u.

Fo Verwendung von Baumdiagrammen zur Strukturierung v_.. I/E
Daten

M 6 Aufgaben mithilfe des Gegenereignissas l6sen 7.

Schulerorientierte Erarbeitung de« Zusammenha 7.
P(X21)=1-P(X =0); Ve glei h verschier enel Losungswege
verdeutlicht die Y/arteile des £ nsat. :=

M 7 Fehler L i Bav~.uic gram ~2n 8.

Auf¢ reifen vo ~ b uischen Fehlern zur Reflexion und Bekamp-
fung ler Fehlerursachen

N' 8 Ist die Auslosung fair? 9. -10.

Kennenlernen und Vertiefen von Heuristiken zum Problem-
I6sen; Moglichkeit des Einsatzes einer Tabellenkalkulation zur
Simulation des Problems;

Einsatz von Baumdiagrammen zur Lésung des Problems.

Binnendifferenzierung: Einsatz von Tippkarten

M9 Was ist wichtig? — Reduzierte Baumdiagramme 11.
Reflexion von verschiedenen Darstellungen,
Vertiefung des Zusammenhangs P(X >1)=1-P(X =0)

M 10 Was kann ich schon? — Ubungsaufgaben 12.

Selbsteinschatzungsbogen und binnendifferenziertes Ubungs-
material zur Reflexion des Lernprozesses

M 11 Stochastische Probleme losen

(LEK) Test zur Feststellung des Lernerfolges

Fo £ Farbfolie

Minimalplan: Sie kénnen auf M 8 und M 9 verzichten, da diese der Vertiefung dienen.
Ebenso ist es denkbar, das Arbeitsblatt M 10 als eine Hausaufgabe auszulagern.
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M 1 Rabatte beim Schulfest -

die Pfadmultiplikationsregel

Die Klasse bb bietet beim Schulfest selbst gemachte
Limonaden an. Die Konkurrenz ist hart, denn die 8d
verkauft Smoothies.

Also schlagt Leo ein Rabatt-System vor, um mog-
lichst viele Gaste des Festes anzulocken: , Bevor
man zahlt, darf man eine Minze werfen. Wirft man
zweimal hintereinander Bild, so bekommt man ;
50 Cent Rabatt. Sonst muss man den regularen -ndu

Preis zahlen.” Larissa gibt zu bedenken: ,Fur eine gemoi
Gewinnprognose miissen wir uns Uberlegen, wie  Selbst gemachte Limonade auf dem
oft dies Ereignis vorkommen kann!” Schulfest

Aufgabe: Fiillt die Tabelle aus!

a) Schatzung der Klasse flir 50 Kunden

I/E Anzahl von Bild 0-mal Bild 1-mal Bild < mal 3ild
Anteil der Wiirfe (in %)

b) Werft in der Gruppe 50-mal hintereinander <«wei Miinzen. H>'*et in der Tabelle fest,
wie oft die Ereignisse ,,0-mal Bild” ,. mal buu ui d ,2 .nal Bild” auftreten.

0-mal Bild | 1-m. | Bilu 2-mal Bild

i

c) Erjanzt cie Erg ‘krisse aller Gruppen in der Tabelle.

G ™ 0-mal Bild 1-mal Bild 2-mal Bild

Summe

Angabe in %

Was wirdest du Larissa nun antworten?

d) Finde einen Weg, wie man das Ergebnis durch eine Rechnung BB
erhalt. Du wirfst die Miinze 100-mal jeweils zweimal hinterein- B
ander. Erganze die erwarteten Anzahlen bei beiden Stufen des
Diagramms. BZ
e) Wie kann man die Wahrscheinlichkeiten fir BB, BZ, ZB, ZZ 100
ermitteln? Beschreibe einen passenden Rechenweg. 7B
Tipp B = Bild; Z = Zahl Z
7z
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M3 Welches Spiel? -

Ziehen mit und ohne Zurucklegen

Am Ende des Tages sucht die Klassenlehrerin
der 8d fleiRige Schiiler, welche sich den unange-
nehmen Aufgaben eines Festes widmen. Gesucht
ist eine Schiilergruppe, die den Stand putzt und
ihn anschlieBend abbaut. Leider finden sich
hierfur keine Freiwilligen, sodass sich die Lehrerin
ein Glicksspiel zur Ermittlung der bendtigten
Helfer ausdenkt:

Putzen ist unbeliebt.

,Du ziehst aus einem Beutel, der ~* * rote 1 und \
2 schwarzen Kugeln céfiillt ist, zweimal hin erei-
nander eine Kugel. F-. 5 beide lie gleir1e . arbe
haben, so bie* < 1von den Aufrdumc.~ " crreit. Damit
sich Denl 2n lohnt, kénn. ik selbst entscheiden,
oo .r die gezog 'ne l.ugel wieder in den Beutel
werf. oder ~b “'.r sie drauBen lasst. Falls du nicht
aufrd' .en mdchtest, musst du mir in jedem FaIIJ

w1e Wahrscheinlichkeiten erkldaren kbnnen.”

Aufge’.c

\'ariant’ A: ziehen mit Zuriicklegen Variante B: Ziehen ohne Zuriicklegen

a) Erganze die obigen Baumdiagramme.
b) Begriinde, fir welche Variante du dich entscheiden wiirdest.
c) Vergleiche die Varianten A und B. Notiere die Unterschiede.

d) Stellt euch abwechselnd die folgenden Aufgaben. Entscheide jeweils zuerst, ob es
sich um ,Ziehen mit Zuriicklegen” oder ,Ziehen ohne Zuriicklegen” handelt. Beant-
worte anschlieBend die Frage.
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© iStock/Thinkstock



Sich die Pfadregeln bei mehrstufigen Vorgangen erarbeiten

Reihe 25 Verlauf Material LEK Glossar Losungen
S6
M 4 Welche Situationen passen zu dem
Baumdiagramm?

Bei der Bundestagswahl 2013 gab es insgesamt rund
61 946 900 Wahlberechtigte.

Etwa 15 % der Stimmberechtigten waren jlinger als 30
Jahre alt. Diese Altersgruppe gilt als besonders unmoti- |
viert, wahlen zu gehen, denn von ihnen gaben rund 38 %
keine Stimme ab.

© iStock/Thinkstock

Bei den alteren Wahlern stimmten % ab.

Wahlen gehen!
Aufgabe

a) Zu welchem Baumdiagramm passt der obere Text Uber die Bundestagswahl? Ent-
scheide begriindet und berechne anschliel3end, wie viel Prozent der Wahlberechtig-
ten ihre Stimme nicht abgegeben haben.

b) Erganze die fehlenden Angaben in den Baumdiagrammen.
¢) Formuliere zu den drei Gbrigen Baumdiagrammen jew: ils eine p7,sende Si uatiol I/E

d) Tausche das Heft mit dem deines Sitznachbarn. Ordr- die Situ tionen dei..es Sitz-
nachbarn einem der Baumdiagramme zu.

e) Wenn alle Zuordnungen stimmen, formulier. =+ ;. '=r Siti'=_,on eine geeignete Aufga-
benstellung (wie bei Aufgabent..' a)) uid beantw- rtet die Fragen mithilfe der Pfad-
regeln. Stellt eure Frage .. a. schlie 3end ler Kiasse.

] v
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M5 Wie nutzen Kinder ihre Freizeit? —

Diagramme erstellen

In den JIM-Studien wird seit 1998 das Medien- und Freizeitverhalten von Kindern und
Jugendlichen untersucht. Dazu werden jahrlich Gber 1000 Kinder und Jugendliche im
Rahmen einer reprasentativen Umfrage befragt.

Hier siehst du einige Ergebnisse der Studie aus dem Jahr 2017:

Non-mediale Freizeitaktivitaten 2017
(taglich/mehrmals pro Woche)
Angaben in Prozent

N
w
<dienpadagogischer

[

Selbst Musik machen z
18 8

:

64 3

Sport e

72 | .8

I (20

' N3

I W

Mit Freunden treffen PR
77 °3

| | (,,‘:‘ g

0 20 10 60 80 100 |22

82

4 viddchen ® Jungen EE

Aufgute
a) Was bedeutet ,reprasentativ”?

Tipp http://www.bpb.de/lernen/grafstat/grafstat-bundestagswahl-2013/147827/
mg02-11-stichprobengroesse-und-repraesentativitaet

b) 51 % der Kinder und Jugendlichen in Deutschland sind Jungen und 49 % sind
Madchen. Berechne jeweils mithilfe eines Baumdiagrammes, wie viel Prozent aller
Jugendlichen selbst Musik machen, regelmal3ig Sport treiben und Freunde treffen.

c) 42,33 % der Befragten sind Jungen, die téglich oder mehrmals pro Woche Computer
spielen. Wie viel Prozent der Jungen spielen regelmal3ig Computer?

? Computerspieler
Junge

0,51 kein Computerspieler

d) 72,94 % aller Kinder und Jugendlichen schalten mehrmals pro Woche das Radio ein.
Von den Jungen (siehe b)) gaben 70 % diese Freizeitbeschaftigung an. Wie viel Pro-
zent der Madchen horen regelmaldig Radio?
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Verlauf

LEK Glossar

M 9 Was ist wichtig? — Reduzierte Baumdiagramme

Die sog. ,Stochastik-Hlitte” des Frank-
furter Weihnachtsmarktes lockt Kunden
an, indem dort zu jedem HeilR3ge-
trank ein Rubbellos gereicht wird. Wer
gewinnt, erhalt ein kostenfreies Getrank
nach Wahl. Nach Angaben des Herstel-
lers kommt auf 2 Nieten je ein Gewinn.
Armin, Bethel und Cedric argern sich.
Alle trinken einen Kirsch-Spekulatius-
Punsch mit Sahne, aber niemand hat ein
Freigetrank bekommen. Armin wittert
Betrug. Cedric und Bethel zlicken Stift

Loésungen

und Papier und fangen an zu rechnen:

Punsch auf dem Weihnachtsmarkt

Bethel

Cedric |

Aufgabe

a)

Erlautere die Losungen und vergleiche die beiden Darstellungen. Was ist jeweils
gelungen? Was wiurdest du andern?

b) Spater stoldst Demir noch zu den dreien — auch er hat Pech beim Ziehen und bekommt
eine Niete. Fertige ein passendes Baumdiagramm an, sodass du berechnen kannst,
wie wahrscheinlich es ist, vier Nieten hintereinander zu ziehen. Achte hierbei auf eine
geeignete Darstellung.

c) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass du bei vier Bestellungen mindestens ein
Freigetrank gewinnst.

d) Bevor sich die vier Gber den Mangel an Freigetranken beschweren, méchten sie sich

sicher sein, dass sie gewollt ausschliel3lich Nieten erhalten haben.

Prife, wie viele Getranke die vier Jugendlichen kaufen mussten, um mit mindestens
90-prozentiger Wahrscheinlichkeit mindestens ein Freigetrank zu kaufen. Ubertrage
die Tabelle in dein Heft und ergénze sie (Anzahl Lose 3, 4, 5, 6, 7 und 8):

Anzahl der Lose P(kein Gewinn) P(mindestens 1 Gewinn)

3 =~ 0,296 = 0,704

4 usw.
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Losungen und [ Tipps zum Einsatz

M 1 Rabatte beim Schulfest — die Pfadmultiplikationsregel

Die Schuler schatzen zunachst, wie oft ,Bild” fallen wird, und fliihren dann das Miinz-
wurfexperiment aus. Sie tragen die bei diesem einfachen Zufallsexperiment experimen-
tell bestimmten relativen Haufigkeiten in die Tabelle ein und erkennen, dass das Ereignis
».1-mal Bild” haufiger als ,0-mal Bild” und ,2-mal Bild” auftritt. Die Hypothese, dass
»1-mal Bild” im Idealfall mit einer Wahrscheinlichkeit von 50 % auftritt, kann durch
100-maliges Werfen der Miinze bekraftigt bzw. zunachst einmal formuliert werden.

Hierzu stellt man sich vor, dass das Experiment 100-mal durchgefiihrt wird, und Uber-
legt sich, dass die erste Minze im Mittel etwa 50-mal ,Bild” (B) und 50-mal ,Zahl” (Z)
zeigen muss. Nun lberlegt man sich die Haufigkeiten fir die zweite Stufe. Wird in 50
Fallen zuerst Bild geworfen, dann wird im Mittel in 25 Fallen ,,BB” und in 25 Fallen ,,BZ“
geworfen. Hieraus ergibt sich die unten stehende Erganzung des Baumdiagramms.
Man findet:

P (1-mal Bild):ﬂ:l.

100 2
Fir die Regel Gberlegt man sich mit der vorgestellten Methode, dass die W< 'irsch in-
lichkeit flir einen Pfad % betragt. Leistungsstarke Lernenue erkenr :n, dass m n di~.e

ebenfalls erhalt, wenn man die Wahrscheinlichkeiten entlang des Pfa ‘es m itipliziert, da
hier Anteile von Anteilen bestimmt werden.

Lésung

a) — ¢) Individuelle Losuno

d)
P 25
30 BZ 25
100
ZB 25
Z
50 7Z 25

e) Anhand des Baumdiagramms lassen sich die Pfadwahrscheinlichkeiten berechnen.
In jeweils 25 von 100 Fallen erhalt man BB, BZ, ZB, ZZ.

Also ist P(BB) =%=%. Hieran lasst sich die Pfadmultiplikationsregel erkennen:

P(BB) =

N =
NI

1
2
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