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Foto: Anna-Greta Wittneb: |

Abb. 1: An vielen Orten begegnen uns gerichtete Gro3en -
Vektoren! (auf dem Predigtstuhl (Lattengebirge) bei Bad
Reichenhall in den Berchtesgadener Alpen)

Klasse: 10/11
Dauer: 10-15 Stunden

Inhalt: Verschiebungen in der Ebene, Vektorbegriff, Kraft als Vektor, Beispiele flir
Vektoren, Rechenregeln der Vektorrechnung, Anwendungen der Vektorrech-
nung in Geometrie und Physik

lhr Plus:
v Lernerfolgskontrolle mit Lésungen und Bewertungsvorschlag

v' knappe Darstellung des Sachinhalts

v einfache Anwendung wegen didaktischer Reduktion

Vektoren an einer Wegkreuzung in den Bergen! Wer sich mit der Vektorrechnung beschéaf-
tigt, findet in seinem Alltag viele Beispiele flir Vektoren. Mit dieser Unterrichtseinheit
erlernen lhre Schiler die wichtigsten Grundlagen der Vektorrechnung. Eine Lernerfolgs-
kontrolle rundet den Beitrag ab.
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Didaktisch-methodische Hinweise

Lehrplanbezug

Der vorliegende Entwurf ist als Einflihrung in die Vektorrechnung in der Einfiihrungs-
phase der gymnasialen Oberstufe (Klasse 10) oder als Wiederholung zu Beginn der
Klasse 11 gedacht.

Vorkenntnisse

Der Vektorbegriff baut auf Vorkenntnissen der Lernenden (ber Verschiebungen und
gerichtete GroRen aus der Physik auf. In der Regel liegt der Schwerpunkt auf dem
Pfeilmodell in der Ebene, kann aber — bei leistungsstarken Lerngruppen — problemlos auf
den Raum Ubertragen werden. Bei der Behandlung der notwendigen Begriffe der Vektor-
rechnung wird auf Pfeilklassen und Vektorrdume verzichtet. Neben der Einfiihrung von
Begriffen ist ein weiterer Schwerpunkt die Entwicklung von Fahigkeiten und Fertigkeiten
im Rechnen mit Vektoren und die Anwendung dieser auf die Losung von Aufgaben aus
der Geometrie und Physik.

Vorbereitung auf das Abitur — den Lehrstoff verinnerlichen

Nach der Erarbeitung der wichtigsten Begriffe sind Ubungen zu deren Festig. 1g ar je-
sagt. Beispiele flir Vektoren, die sich in Richtungssinn, 'age, Vorz.icne un 1 Betiaa
unterscheiden, sind von lhren Schiilern zu nennen bzw. zu entwer en. Neben en Ver-
schiebungen sollten Sie auch Krafte hinsichtlich ihrer Ahuiichkeit al. geric'.cete Objekte
behandeln.

Beim Rechnen mit Vektoren bilden Sic ~. 3logievetrac htungen zum Rechnen mit reellen
Zahlen. Dabei werden Unterschiede von ‘ekto ale’_nungen und Gleichungen aus der
Algebra betrachtet. Den £cnlus s der eihe “‘lden schlieRlich Anwendungen der Vektor-
rechnung in Geem strie un7’ rhy sik. F _r werden sachibergreifende Kenntnisse aus der
Geometrie frihei :r Klasse 1 re-.cuviert.

Bezu g zu de 1 Bi'~ ungsstandards der Kultusministerkonferenz

Allg. Inhaltsbezogene Kompetenzen Anforderungs-
mathematische . .. bereich
Die Schiiler ...
Kompetenz
K1-K 6 ... wiederholen Kenntnisse aus der Geometrie -

der Mittelstufe,

... kennen den Zusammenhang von Verschie-
bungspfeilen und Vektoren,

... systematisieren Lagebeziehungen von
Vektoren in R? und RS,

... kbnnen Operationen mithilfe der Regeln der
Vektorrechnung ausfiihren,

... kdnnen reale Gegebenheiten mithilfe der
Vektorrechnung modellieren,

... kbnnen Probleme mit den Mitteln der Vektor-
rechnung I6sen,

... kdnnen fachsprachliche Texte auswerten.

Fur welche Kompetenzen und Anforderungsbereiche die Abklirzungen stehen, finden Sie
auf der beiliegenden CD-ROM 71.
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Verlauf Material LEK Glossar

Auf einen Blick

Losungen

Erlernen bzw. Wiederholen: Frischen Sie Ihr Wissen auf! (Jeweils Hausaufgaben)

Material Thema
M 1 Vektoren im Alltag
M 2 Darstellung von Vektoren
M 3 Addition und Subtraktion
M4 Lineare Abhéangigkeit und Unabhéangigkeit von Vektoren
M5 Teilverhiltnisse
M 6 Krafteparallelogramm
M 7 Vektoren in der Physik

Vertiefen: Verstehen Sie die Grundlagen!

Material Thema ! Stunde
M 8 An vielen Orten begegnen lhnen gerichtete GroRRen - \/ 1.
Vektoren (Folie)
Einstieg: Man entdeckt Vektoren z. B. auf einer Wande ung.
M9 Gerichtete GroRen im Alltag - Wegwe’ser un& 3PS
Skalare und gerichtete GréRBen un erscheiden, Ve r-_niebungs-
pfeile
M 10 Verschiebune . 1. der i bene ind \m Raum durch Vektoren
darste’ .0
Lag. veziehur gen ~,cn Vektoren
N1 Ubun 1e~ zum Thema ,Verschiebungen” 2./3.
Vektoren im Koordinatensystem, Spaltenvektor, Ortsvektor
_M12— Addition und Subtraktion von Vektoren 4.
Betrag eines Vektors, Satz des Pythagoras, entgegengesetzte
Vektoren, Nullverschiebung
M 13 Die skalare Multiplikation von Vektoren 5.
Einfihrung der Skalarmultiplikation
Uben: Verinnerlichen Sie die gedanklichen Schritte!

Material Thema Stunde
M 14 Ubungen zu Rechenoperationen mit Vektoren - leicht 6./7.
M 15 Ubungen zu Rechenoperationen mit Vektoren - schwierig
M 16 Lineare Abhangigkeit und Unabhangigkeit — Beispiele 8./9.
M 17 Lineare Abhangigkeit und Unabhangigkeit - Ubungen
M 18 Teilverhaltnisse - Ubungen 10.
M 19 Teilverhaltnisse — Ubungen (Fortsetzung)

M 20 Vektoren in der Physik - Ubungen 11./12.
M 21 Sind Sie fit? — Testen Sie lhr Wissen! (LEK) 13.
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Glossar Loésungen

M 1 Frischen Sie lhr Wissen auf! — Vektoren im Alltag

Vektoren - geometrische und algebraische Darstellung

Eine GrolBe, deren Angabe alleine durch einen Zahlenwert (ggf. mit Einheit) charakteri-
siert ist, wird als skalare GroRe oder kurz als Skalar bezeichnet. Beispiele sind Tempe-
ratur, Dichte oder Masse. Das Thermometer z. B. zeigt 36,6 °C an.

© iStock / Getty Images Plus

Abb. 2: Ein Thermometer zeigt die skalare Gro3e Temperatur an.

© Flying Colours Ltd / Digital
Vision / Getty Images Plus

Abb. 3: Die Geschwindigkeit, mit der sich das Rennauto bewegt, ist dagegen eine vektorielle G 33~

GroRBen, die durch zwei Zahlenwerte, eine Ldnge und e’ 1e Richtu'.g, gckeni zeichi et

sind, nennt man Vektoren.

Die Abb. 4 zeigt zwei Vektoren unter-
schiedlicher Lange, die vom Anfangs-
punkt A ausgehend in unterschiedlicle
Richtungen zeigen. Der Vektor, der
vom Punkt A zum Punkt B8 ze gt, kenn
entweder durch e’.ien Kle'.ibucstat .
mit einem Pfeil, also a o-zr durch
Anfar.gs- u. d Enaunkt mit einem Pfeil, C

B

also AB, b:zeic'.net werden. Fir den
zweiten  Viktor konnen die Bezeich-

AC=¢ A

nungen ¢ oder AC gewahlt werden. Abb. 4: 2 Vektoren mit unterschiedlichen Richtungen

Geometrische Bedeutung von Vektoren am Beispiel von Verschiebungen

Bei der Angabe z. B. einer Verschiebung eines Dreiecks
in der Ebene oder im Raum ist nicht nur die Lange der
Verschiebung, sondern auch die Richtung wichtig.

Abb. 5 zeigt zwei Verschiebungen eines Dreiecks ABC in
der Ebene. Die Pfeile, die die Punkte A, B und C in die
Punkte A’, B* und C’ abbilden, sind Reprasentanten ein
und desselben Vektors gleicher Richtung und gleicher
Lange. Gleiches gilt fir die Pfeile, die das Dreieck ABC
in das Dreieck A”B”C" Uberfihren. Je nachdem, was
fir eine Verschiebung vorliegt, gibt es unendlich viele
Reprasentanten eines bestimmten Vektors. Die Menge
aller Pfeile, die ein und dieselbe Verschiebung veran-
schaulichen, wird auch Pfeilklasse oder einfach Vektor
genannt.
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M4 Lineare Abhangigkeit und Unabhangigkeit
von Vektoren

Information

Lineare Abhangigkeit und lineare Unabhangigkeit von Vektoren

II/B

Eine Summe der Form >"<:r-5+s-§+t-6 mit r, s und t € R wird als
Linearkombination der Vektoren a, b, ¢ bezeichnet. Eine solche Summe
kann auch aus mehr als drei Vektoren gebildet werden.

Zwei Vektoren 3, b , deren Pfeile parallel verlaufen, heiBen kollinear. Zwei kollineare
Vektoren stellen das einfachste Beispiel einer Linearkombination dar; der eine ist das
Vielfache des anderen: b=r.a (r € R). In diesem Fall bezeichnet man die Vektoren
a, b als linear abhangig. Gilt d#r.c flr alle r € R, so heil3en die Vektoren ¢, d linear
unabhangig.

Zwei Vektoren X,y in der Ebene, deren Pfeile senkrecht zueinander verlaufen, sind
linear unabhangig. Vektoren, die parallel zu einer Ebene liegen, heilRen komplanar. |

Drei komplanare Vektoren sind linear abhangig. Drei Vektoren X, y, Z im Ratm, “~ren
Pfeile senkrecht aufeinander stehen, sind linear unabhangig.

linear abhangig v %, y lincar unsohiangig
4 A
) x vz komplanar
o= @

= >—(, ? z linear abhangig

N

¥
®
<i{

L

i

V]

X, ? z linear unabhingig
\
Cc

e

d

X1

Abb.: 8: Lineare Abhangigkeit bzw. Unabhangigkeit von Vektoren

Definition

Die Vektoren Xx,,X,,X,,...,X, heilen linear unabhéangig, wenn fir die J
Gleichung YA

a,;X;+a,X, +a;X;+...+a,X, =0
nur die sog. triviale Lésung a, =a, =a,=...=a,=0 existiert,
anderenfalls heil3en die Vektoren linear abhangig.
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M6 Frischen Sie lhr Wissen auf! —
Krafteparallelogramm

Zerlegung von Kréaften

Aus dem Physikunterricht ist bekannt, dass eine GrofRe wie die Kraft neben ihrer Mal3-
zahl und Einheit noch durch ihre Richtung charakterisiert ist. Sie wird auch als ,gerich-
tete’ Grol3e bezeichnet und durch Vektoren dargestellt. Der jeweilige Betrag ist dann ein
Malf fiir die ,Starke’ der Kraft.

@ =0 *—>0
| F1[=2N | Fo | = 0,5N
o—>0 »Q
| F3 | = 1IN | Fa|=3N

Abb. 11: Krafte und Vektoren

Das Krafteparallelogramm

Abb. 12: Krafte mit unterschiedlichen Richtungen

Abb. 12 zeigt zwei Krafte unterschiedlicher Richtung, die an einem Massenpunkt M
angreifen. Sie konnen ersetzt werden durch eine Resultierende F=F +F, , die sich als
Summe der Einzelkrafte durch Vektoraddition ergibt. Die Resultierende ruft dann die-
selbe Wirkung hervor wie die Einzelkrafte zusammen.

Ist andererseits die Kraft F gegeben, so kann diese in vorgegebene Richtungen in ihre
Komponenten E und E eindeutig zerlegt werden. Beachtet man die eingezeichneten
Hilfsgeraden, die jeweils parallel zu den Komponenten verlaufen, so liegt der Darstellung
das bekannte Krafteparallelogramm zugrunde.
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M8 An vielen Orten begegnen lhnen

gerichtete GroRen - Vektoren!
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ECELMULDE

f.\*‘l \/W-

Foto: Anna-Greta Wittnebel

Abb. 15: Auf dem Predigtstuhl (Lattengebirge) bei Bad Reichenhall in den Berchtesgadener Alpen
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M 10 Verschiebungen in der Ebene

und im Raum durch Vektoren darstellen

Wenn Vektoren durch ihre jeweiligen Reprasentanten charakterisiert werden kénnen, so
reicht es aus, nur diese hinsichtlich ihrer Eigenschaften zu vergleichen.

B | D E
A C F oL

II/B

H |
Abb. 18: Lagebeziehungen von V ;ktoren
Hinweis: Zur Charakterisierung der _ - gebe 'iehungen * on Vektoren werden folgende Zei-

chen verwendet: =;=;|;TT.7v,-;| |;. (glei h, ui.gieich, parallel, gleichgerichtet, entge-
gengesetzt gerichte*, das Ne; .. 've vc 1 Betrag, senkrecht aufeinander).

Aufg .oen

1. Ci arakte isieren Sie moglichst viele Vektoren mithilfe der angegebenen Vereinbarun-
gen nsichtlich ihrer Lage zueinander (z. B. AB=GH).

2. Charakterisieren Sie moglichst viele Vektoren mithilfe der angegebenen Vereinbarun-
gen fir den in Abb. 19 dargestellten Wiirfel (beachten Sie, dass der Punkt H nicht
sichtbar ist).

D
Abb. 19: Wiirfel im Raum
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M 15 Ubungen zu Rechenoperationen
mit Vektoren — schwierig
Aufgaben
1. Ergénzen Sie die Punkte A(2|-1), B(5|3) und C(-1|8) durch den Punkt D, sodass die
"/B Punkte A, B, C und D ein Parallelogramm bilden.

2. Berechnen Sie den Umfang des Dreiecks ABC mit A(-1|2]-5), B(1]12|6) und C(3|6]-3).

Information

Werden Vektoren so aneinandergelegt, dass die jeweiligen Endpunkte mit den
Anfangspunkten des folgenden Vektors Ubereinstimmen, spricht man von einem
geschlossenen Vektorzug. Fiir die Losung vieler Aufgaben ergeben sich so Vorteile.

Dabeiisteswichtig, zunachst einen Umlauf- B’
sinn festzulegen. In der Regel wird der d
mathematisch positive Umlaufsinn - also

entgegen dem Uhrzeigersinn — gewahlt. .
Dann werden alle Vektoren in Umlaufrich- WX
tung addiert. Die Summe aller Vektoren € v .
ergibt den Nullvektor (linke Abb.). Von den /d
Vektoren, deren Richtung entgegen dem — a
Umlaufsinn verlaufen, werden die Gegen- b
vektoren gebildet (rechte Abb.). A’ . 27. Umlaufsir 1
Linke Abb. @+X+é+d+c¢+b=0 ur. rech 2 Abh. Xx—.-d+c-b=5
3. Gegeben ist das "reieck AL C
M ist der Mitt. ppunkt d r St ecke BC.
B stimm n Sic Zen Vektor AM als Summe der E’ M

Vi ktorer a, c.
Benutzen Sie dabei auch geschlossene Vektorziige.
A 3z B

Abb. 28: Mittelpunkt einer Strecke
4* Gegeben ist das Viereck ABCD. im Dreieck

Fir Experten

M ist der Mittelpunkt der Strecke BC.
Es gelte: DP:PM=2:1.

Bestimmen Sie die Vektoren BC, AM, DM, DP, AP als
Summe der Vektoren x,y,Z.

Benutzen Sie dabei auch geschlossene Vektorziige.

A

Abb. 29: Mittelpunkt einer Strecke
im Viereck
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M 21 Vektoren in der Physik — Ubungen
Aufgaben
1. Ein Korper der Gewichtskraft 100 N hangt an - —
zwei Drahtseilen, die mit der Waagerechten 30 30
einen Winkel von 30° einschliel3en.
Berechnen Sie die Zugkraft in den Seilen.
Abb. 35
2. Ein Korper der Gewichtskraft 200 N hangt an Seil
einem Seil, das an der Wand befestigt ist. el
Das Seil lauft (entsprechend der Skizze) liber 4
einen Arm, der unter einem Winkel von o = 50°
. Wand |
angebracht ist. 50° AN
Berechnen Sie die waagerechte Kraft F in Seil- '
Richtung und die Kraft F, in Arm-Richtung. -
\bb. 27
3. In den Punkten A und o .'eht jo eine Person A
an einem Tau nm'l den K-Zic>n F "2w. F,. Die
entsprecher.u » « Winke sincd -‘or Abbildung zu
ent .cinNen. C .
- ® 30
Ir Punkt C hé!. eine Person mit der Kraft Fvom 30°
Be.20 700 N dagegen.
Mit welcher Kraft miissen die Personen in A und
B ziehen, damit Gleichgewicht herrscht? B
Abb. 37
4. Ein Mast wird durch zwei Spannseile gehalten.
Das waagerechte Seil bt die Kraft F, = 2,5 kN
aus.
Mit welcher Kraft F, muss das schriage Seil
gespannt sein und wie grol3 ist die Kraft F, die
auf den Boden wirkt, damit das System sich im @
Gleichgewicht befindet?
Abb. 38
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Erlauterungen und Losungen

M 9 Gerichtete GroRen im Alltag - Wegweiser und GPS

1. Ein Verschiebungspfeil reicht aus, da dieser an jedem beliebigen Punkt des Drei-
ecks angebracht werden kann. In jedem Fall wird der betrachtete Originalpunkt P
eindeutig auf den zur Verschiebung gehérenden Bildpunkt P abgebildet.

2. Gerichtete GrolR3en: Kraft F, Geschwindigkeit v, Beschleunigung a

Nicht gerichtete GroRen: Temperatur T, Dichte p, Masse m, Arbeit W, Volumen V,
Flacheninhalt A

M 10 Verschiebungen in der Ebene und im Raum durch Vektoren

darstellen
1. z.B. AB2CD,AB=-FE,AB=KL,ABTT1J, L,EFTL1J,GH=CD ,KL|1J

cq) =8

e - e

2. z.B. AB=DC,AB=-GH, AE L EF, ABTTDC, ,HGTIBA ,AG =G\ ,BGIIAH

M 11 Ubungen zum Thema ,Verschiebungen”
1. Die gesuchten Koordinaten lauten:
A’(6]5), B'(8]6) und C(7|7).

[
-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10X11

2. Der Spaltenvektor von p lautet:

Abb. 40
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