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Alles, was zahlt! — Besondere Zahlen entdecken

Wolfgang Goébels, Bergisch Gladbach

© Wikipedia / David Eppstein

Wie viele Kugeln enthalt die Pyramide?

r Zahlen ist grof3. Neben den allseits bekannten Zahlen wie beispielsweise
Qua bik- oder Primzahlen gibt es noch eine Vielzahl von besonderen Zahlen
mit durchaus bemerkenswerten Eigenschaften. Von diesen Zahlen stellen wir hier eine
kleine Auswahl vor.

n(in+1)[(k-2)n-k+5]
6

Losung: 1+4+9+16=30; 30 ist ein Beispiel fiir eine Pyramidenzahl; Diese liefert die Formel:
Hier:k=4;,n=4
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Didaktisch-methodische Hinweise

I/A Zahlentheorie im Schulunterricht?

Normalerweise behandeln Sie in lhrem Mathematikunterricht nur Zahlen, die — wi
die Primzahlen — Bausteine weiterer Themenbereiche sind. Das liegt
Schulblicher kaum Material bereitstellen, um Zahlen an sich zu unters
menhange zwischen Zahlen aufzudecken. Dieser Beitrag schafft Abhi

Vermitteln Sie lhren Schiilern einen kleinen Einblick in die Zahle
stellten Arten von Zahlen eignen sich bestens, um den rechnerj

bar sind, konnen Sie den Beitrag einsetzen, wenn den
gangen ist”, beispielsweise zur Abwechslung zwisc eren Themenblocken,

Ablauf

Im Anschluss an zwei Wiederholungseinhei
fen Sie in Material M 4 das Erzeugen von as Thema hat weiter-
fihrenden Charakter: Steigen Sie anhand de tiefer in das Argumen-
tieren und Beweisen ein. In den Materialien Sie lhren Schiilern einen
motivierenden Ausschnitt aus der F{

keit (M 1-M 3) vertie-

d die Zahlenkartchenvorlage (M 10)
ogen auf feste Pappe und schneiden
o5 Testbogens aus und lassen Sie jeden

zwei- oder dreimal. Kleben
Sie die Kartchen aus. Teilen S
Schiiler ein Zahlenkartchen zie ¢
gen. Ermuntern Sie lhre Schiiler, € weitefen Testbogen anzufordern, sobald sie fertig
te sammeln, bis die Schulstunde zu Ende ist. Den

Inhaltsbezogene Kompetenzen Anforderungs-

Ko/ \petenz Jie Schiler ... bereich

... wiederholen und vertiefen grund- [, 1l
legende Regeln der Teilbarkeit und trai-
nieren diese anhand von Beispielen

(M 1-M 3),

K24, K5 L1, L4 | ... leiten Primzahlen aus Termen her I, 1l
(M 4),

L1 ... wenden Eigenschaften besonderer 1, 1l
Zahlen an (M 5-M 7),

K2 L1 ... Uberprifen spielerisch ihre erwor- [,
benen Kenntnisse tber besondere Zahlen
(M 8).
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Abkiirzungen

Kompetenzen

K 1 (Mathematisch argumentieren); K 2 (Probleme mathematisch I6sen);
matisch modellieren); K 4 (Mathematische Darstellungen verwenden);
lischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik umgeh
nizieren)

Leitideen

L 1 (Zahl und Zahlbereich); L 2 (Messen und Gr6Ren); L 3 (Rau
onaler Zusammenhang); L 5 (Daten und Zufall)

nd Form); L 4 (

Anforderungsbereiche

| Reproduzieren; Il Zusammenhange herstellen; Ill Verall

Auf einen Blick

Teilbarkeitsregeln - frische dejp Wis
derholen
HA
2.
HA
3.
HA
ahlen steckt Besonderes — teste dein Wissen! 4,
tnisse Uber die behandelten Zahlen abrufen
itionen auf einen Blick
Die Definitionen der verschiedenen Zahlen wiederholen

Zum Kopieren und Ausschneiden - Zahlenkartchen

Zahlenkartchen fir die Schiler

WH = Wiederholungsblatt, HA = Hausaufgabe

Minimalplan: Bei Zeitmangel verzichten Sie auf das Material M 4, zumal es fir den
Wissenstest (M 8) nicht benétigt wird.
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M 1 Die Teilbarkeitsregeln - frische dein Wissen auf!

Erinnere dich:

Die Menge N = {1, 2, 3, ...} der natlrlichen Zahlgn umfas
positiven ganzen Zahlen. Eine natirliche Zah i
eine natlirliche Zahl t € N teilbar, wenn der Quot
eine naturliche Zahl ist.

Die Zahl t heil3t Teiler der Zahl n.

kommastellen ist. Aber mit den Teilbarkeitsregeln geht
Beispiel:
Die Zahl 16 ist durch 1, 2, 4, 8 und 16 teilbar.

© Pixelio

Teilbarkeitsregeln fiir natiirliche Zahle

ihre Quersumme durch 3 teilbar ist und die aus den letzten beiden
Ziffern gebildete Zahl durch 4 teilbar ist.

ihre Quersumme durch 3 teilbar ist und sie auf 0 oder 5 endet.

16 die aus den letzten vier Ziffern gebildete Zahl durch 16 teilbar ist.
18 sie gerade ist und ihre Quersumme durch 9 teilbar ist.
20 die vorletzte Ziffer gerade und die letzte Ziffer eine 0 ist.

76 RAAbits Mathematik September 2013



Besondere Zahlen entdecken

- Verlauf - LEK Glossar Lésungen

M 2 Die Teilbarkeitsregeln — ein Tandembogen

Die Teilbarkeitsregeln
Aufgaben
1.

4. Denke dir eine Zahl aus, die durch die Zahl

Begriinde mithilfe der Teilbarkeitsregeln,
dass die Zahl

1563 371 616
durch die Zahl 16 teilbar ist.

© lvonne Haas /

Begriinde mithilfe der Teilbarkeitsregeln,
dass die Zahl

13 816
durch die Zahl 8 teilbar ist.

Begriinde mithilfe der Teilbarkeitsregeln, dafis die Zahl
17 232

durch die Zahl 12 teilbar ist.

eilbar ist. Begrlinde.

N 3 L2 =9l :¢EV0
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M3 Fein zerlegt — Teiler praktisch bestimmen

So geht’s — das Verfahren

— Schau dir die vier Beispiele unten an.

— Zerlege die Zahl nacheinander in jeweils zwei Faktoren.

— Beginne mit dem kleinsten Faktor 1 und prife jede weitere
natlrliche Zahl n daraufhin, ob sie Teiler der Zahl ist, und

zwar in aufsteigender Reihenfolge.

— Schreibe die Produkte auf.

— Fahre damit solange fort, wie der erste Faktor noch kleiner als
der zweite ist.

— In Pfeilrichtung erhaltst du so samtliche Teiler der

Glossar

Lésungen

Beispiele
Zahl: 84 Zahl: 98 Zahl: 420
11841 11981 11120 1 114201
12+421 12+491 122101
13281 17+14 13+140 1
14211 D 1 141051
16141 15841
17121 16701
——— 17601
110121 110421
s 112+351
1 14+301
1 15+28 1
120211
SENEINEINEN
ler (98): Teiler (120): Teiler (420):
Lo | BEEESSE | 422450
30, 40, 60, 120 21, 28, 30, 35, 42,
60, 70, 84, 105, 140,
210, 420
b
Besti weils samtliche Teiler der Zahlen 42, 70, 126 und 294.

Tipp Orientiere dich an den Beispielen.
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M4 Prim, aber lickenhaft -
Primzahlen mit Termen erzeugen

Der beriihmte Schweizer Mathematiker Leonard Euler (1707-
1783) entdeckte zwei Terme, die jeweils nach dem Einsetzen
naturlicher Zahlen Primzahlen erzeugen.

Es handelt sich um die Terme
Nn2+n+17flir0<n<16
und

n2-n+41fir0<n<41.

uler, Pastell von
andmann, 1753
useum Basel)

Aufgabe
a) Bestatige die Euler'sche Entdeckung f{
Tipp Setze die natlrlichen Zahlen von die beiden Terme ein.

Ubertrage die nachfolgende Tab vollstandige sie und vergleiche

die erzeugten Primzahlen mit d

Beschreibe, was dir auffallt.

3
17 [ 19 | 23 | 29

5

7 11

13
31 | 37 | 41 | 43 | 47

53 | 59 | 61 | 67 | 71
73 | 79 | 83 | 89 | 97

urch geeignete Termumformung, warum der Term
24+n+ 17 firn=16und n = 17
n + 41 fir n = 41 keine Primzahl liefern kann.

SS es nur ein einziges gemeinsames n gibt, fir das beide Terme denselben
Wert ergeben. Gib dieses n € N mit dem zugehoérigen Wert an.

Tipp Suche im Internet eine geeignete Primzahltabelle und lberzeuge dich, dass
der angegebene Wert eine Primzahl ist.
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M 5 Von Primzahlzwillingen bis zu Fast-Primzahlen

1. Ein Primzahlpaar (p; q) mit q = p + 2 heil3t Primzahlzwilling.

Wahrend Euklid schon vor zweitausend Jahren bewiesen hat, dass es unendlic
Primzahlen gibt, ist die Vermutung lGber die Existenz unendlich vi
lingspaare bis heute unbewiesen.

Beispiel: Die beiden kleinsten Primzahlzwillinge sind (3; 5) und
2. Eine mehrstellige Primzahl, die nach dem Vertauschen ihrer
zahl ergibt, heil3t Mirpzahl. Mirp ist das Anagramm von

eher am Rande erwahnt, weil sie aul3er der Vertauschungs
deren Merkmale besitzen.

Beispiel: 13 und 31 sind Mirpzahlen.

3. Eine Primzahl p hei3t Germain’sche Primzahl, auch
2p + 1 eine Primzahl ist.

Primzahlen mit dieser Eigenschaft sind bengint nac
franzésischen Mathematikerin Sophie Ger

1831).

Sophie Germain
(1776-1831), franzosische

.. Mathematikerin
Beispiele:

2.5+41=11

ist Primzahl.

11 211 +1=23

ist Primzahl.

ahl 6 ist Fast-Primzahl, da sie genau zwei verschiedene Primfaktoren hat, nam-
ie Zahlen 2 und 3: 6 =2+ 3.

8 ist keine Fast-Primzahl, da sie genau drei gleiche Primfaktoren hat, namlich
18=29+2+2=2%

die
Aufgabe

Schreibe alle ein- und zweistelligen Primzahlzwillinge, Mirpzahlen, Germain’sche Prim-
zahlen und Fast-Primzahlen auf.
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befreundete Zahlen

Glossar Losungen

Erinnere dich:

Alle Teiler einer Zahl mit Ausnahme der Zahl selbst
heil3en echte Teiler der Zahl.

Beispiel:

Alle echten Teiler der Zahl 18 sind 1, 2, 3, 6 und 9.

Die hier vorgestellten Zahlen sind durch ihre Teilereige
ihnen kommen besonders selten vor, wie z. B. vollko

Besondere Zahlen
1. Eine Zahl heil3t defizient, wenn sie grof3er
Beispiel:

Die Zahl 10 ist defizient, weil sie gro
Teiler ist.

2. Eine Zahl hei3t vollkommen, wenn sie

Die Zahl 12 ist abundant, we
ihrer echten Teilggist.

. Zwei Zahlen

Beispiel:
Die Zahl 6 ist vollkommen, weil sie g der Summe 1 + 2 + 3 ihrer echten Teiler
ist.

3. Eine Zahl heil3t abunda i i die Summe ihrer echten Teiler ist.
Beispiel:

d begriinde, dass das
Zahlenpaar 220 und 284 befreundet ist.

e) Gib das Ergebnis der Rechenschlage
an. Ist es vollkommen oder abundant?
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M7 Mehr oder weniger bekannt -
I/A weitere besondere Zahlen
Definitionen

1. Eine Zahl, die aus dem Produkt der ersten n natiirlichen
Zahlen gebildet wird, heil3t Fakultat von n, geschrieben
nl=1¢2¢<3+..°n.

Beispiel: Die Zahl 720 =1+2 <3+ 4 + 5 « 6 ist eine Fakultat.
Schreibweise: 6! = 720

2. Eine Zahl, die aus der Summe der ersten n natlrlichen Za heil3t

Dreieckszahl. Nach der GauR’'schen Summenformel gijt:

1+2+...+n:w.

2
Der Name Dreieckszahl ist folgendermal3en zu QOO
ren: Die Anzahl der Kugeln, die man zum Leg O OO

gleichseitigen Dreiecks bendtigt, ist stets ein

eckszahl. n=3
1+2=3 1+2+3=6

Beispiel: Die Zahl 15=1+2 +3 +4 +
eckszahl. Aus 15 Kugeln kann man ein Dr O
bei dem jede Seite von flinf Kugeln begrenz OO

3. Eine Zahl, die das Produkt von OOOOOOO
Faktoren ist, heil3t Quadratzahl. 00000
Beispiele: Die beiden kleinsten Quadra n=5

1T=11=17und4=2-
4. Eine Zahl, die das Produk

INd1=1+11=1und8=2+2+2=23

odukts von genau drei aufeinander folgen-
i3t Tetraederzahl, also

| ist sO ZU erklaren: Baut man ein
so legt man Dreiecke Uibereinan-
gben nach unten jeweils um

s bilden. Dann ist die Gesamtanzahl
aederzahl.

Beispiel flr eine Tetraederzahl

« 4+ 5): 6 ist eine Tetraederzahl. Aus 10 Kugeln kann man ein Tetra-
legen, das aus drei Kugelschichten besteht.

alle ein- und zweistelligen Fakultaten, Dreieckszahlen, Quadratzahlen, Kubik-
zahlen und Tetraederzahlen auf.

a)

b) Begriinde, warum jede Quadratzahl einer Primzahl eine Fast-Primzahl ist, aber nicht
umgekehrt.
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M8 In vielen Zahlen steckt Besonderes -

teste dein Wissen!
Meine gezogene Zahl ist
eine Primzahl.
eine Mirpzahl. ‘

Bestandteil eines Primzahlzwillings.

eine Fast-Primzahl.

eine defiziente Zahl. \
eine vollkommene Zahl.
eine abundante Zahl. E

eine Fakultat.

eine Dreieckszahl.

eine Quadratzahl.

eine Kubikzahl.

eine Tetraede

eine Ger Primza

Bestandteil e pbefreundeten Zahl.

orname, Klas Datum Gezogene Zahl

zeichne die genannten Eigenschaften, die deine gezogene Zahl besitzt, in der
n Spalte mit Ja (J) oder Nein (N). Schreibe deine Rechnungen auf die Riickseite
Testbogens. Sobald du mit der Bearbeitung fertig bist, gib deinen Testbogen
ir einen neuen Testbogen geben, ziehe die nachste Zahl und beginne von

vorn. jede richtig genannte Eigenschaft bekommst du einen Punkt.

Viel Erfolg!
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M9 Die Definitionen auf einen Blick

<
I/A Definition: Eine Primzahl p ist eine natlrliche Zahl, die auRer der Zahl 1 u
selbst keine Teiler besitzt.

Definition: Eine Mirpzahl ist eine mehrstellige Primzahl, die nach de
ihrer Ziffern eine andere Primzahl ergibt.

Definition: Eine Primzahl p ist Bestandteil eines Primzahlzwil
q = p + 2 auch eine Primzahl ist.

Definition: Eine Zahl heil3t defizient, wenn sie
Teiler ist.

Definition: Eine Zahl heil3t vollkommen, n sie gleich der SUShme ihrer echten
Teiler ist.

Definition: Eine Zahl heil3t abund |s die Summe ihrer echten
Teiler ist.

Definition: Eine Zahl, die a n n naturlichen Zahlen gebildet
wird, heil3t Fakultdt von n,

nNl=1¢2+3¢...°n.
Definition: Eine Zahl, die aus de r ersten n natirlichen Zahlen gebildet
wird, heil3t Dreieckammh aull’'schen Summenformel gilt:

Definition: Eine Z8 e das Produkt von genau zwei gleichen Faktoren ist, heil3t
Quadratzahl.

Definition: Ein Zahlenpaar heil3t befreundet oder verwandt, wenn die erste Zahl
gleich der Summe der echten Teiler der zweiten Zahl ist und umgekehrt.

X
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