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Analysis

Kurvenb6gen mit GeoGebra modellieren -
eine Lerntheke

Wolfgang Gobels, Bergisch Gladbach
[Lllustrationen von Wolfgang Gobels, digitalisiert von Dr. Wolfgang Zettlmeier

'n cinem gleichschenkligen Dreieck werden zundchst die einbeschriebene und die umbeschriebene
Parabel betrachtet, genannt Inparabel bzw. Umparabel. Mithilfe von GeoGebra lassen sich durch
dynamisches Experimentieren bemerkenswerte Eigenschaften entdecken, mit denen ausgewdhlte
Anwendungsaufgaben praktisch geldst werden konnen. In analoger Weise schlieRen sich Betrach-
tungen Uber andere Arten einbeschriebener bzw. umbeschriebener Kurvenbdgen an.

KOMPETENZPROFIL

Klassenstufe/Lernjahr:  11/12 (G8)

Dauer: 10 Unterrichtsstunden

Kompetenzen: Anwendungsprobleme mit ein- und umbeschriebenen Kurven-
bogen experimentell mit GeoGebra l6sen, mit dynamischer
GeoGebra-Unterstiitzung kreative Denkweisen fordern

Thematische Bereiche:  Parabeln, Halbkreise, Arbelos, Kettenlinien

Medien: Texte, Farbfolien, Bilder

Zusatzmaterialien: GeoGebra-Dateien auf CD-ROM 76

Fotos: Wolfgang Gobels



2 von 22

Il Analysis Beitrag 29 Kurvenbdgen mit GeoGebra modellieren

om

Didaktisch-methodisches Konzept

Fachliche Voraussetzungen und thematische Begriindungen

Einbeschriebene und umbeschriebene Kurvenbdgen sind Ihren Schilern hauptsdchlich im Zusam-
menhang mit Inkreisen und Umkreisen bekannt. In Anlehnung an diese Begriffe kann man Parabel-
und Kettenlinienbdgen definieren. Auch wird die Betrachtung — ausgehend vom gleichschenkligen
Dreieck — auf Trapeze erweitert.

Lassen Sie lhre Schiiler zundchst mithilfe von GeoGebra erfahren, wie einem gleichschenkligen
Dreieck je ein Parabelbogen ein- bzw. umbeschrieben werden kann. In Analogie zu In- und Umkrei-
sen entstehen so die Begriffe Inparabel und Umparabel. Durch dynamisches Experimentieren mit
GeoGebra entdecken Ihre Schiiler bemerkenswerte Eigenschaften, z. B. dass der Scheitelpunkt der
Inparabel stets die Hohe des gleichschenkligen Dreiecks halbiert oder dass der Fldcheninhalt des
Umparabelbogens doppelt so grof ist wie der des Inparabelbogens.

Aus der Inparabel eines Dreiecks ergibt sich unmittelbar die Inparabel eines Trapezes mit weiteren
interessanten Eigenschaften.

SchlieBlich befassen sich Ihre Schiiler mit doppelt einbeschriebenen Kurvenbogen: zwei Halbkreise
in einem Halbkreis, zwei Parabelbdgen in einem Parabelbogen und zwei Kettenlinienbdgen in ein>m
Kettenlinienbogen.

Alle Eigenschaften sind eingebettet in ausgewdhlte Anwendungsprobleme, dereri _dsungen sict
lhre Schiler in Partner- oder Gruppenarbeit experimentell « rschlieRen.

Die Thematik eignet sich in besonderer Weise fiir verschiedenartige Prolemstellisnger i1 speziellen
Bereichen des Bauwesens (Hoch- und Tiefbau ir ™ 2 bis M &, des Spoi .z ‘Tennis in M 10) sowie
des Schmuckhandels (M 11).

Lernvoraussetzung.n
Die zugrurJe liegenen m. them~.ischen Instrumentarien stammen aus folgenden Themenberei-
chen:

— Termunfaiinungen — Steigungen
— Parabeln — Ableitungen
— Extremwertbestimmungen — Integration ganzrationaler Funktionen

Alle Materialien — aulRer der Farbfolie (M 1), den Hintergrundinformationen zum Arbelos (M 9) und
den Beweiskarten (M 12) — enthalten zwei Arten von Aufgabenstellungen, namlich ,Experimentie-
ren und Begriinden” (Aufgabe 1) und ,Modellieren” (Aufgabe 2) sowie Arbeitsauftrage fiir Experten
in M 2 bis M 7. Diese dienen zur Binnendifferenzierung.

Experimentieren und Begriinden
SchwerpunktmadRig steht das Experimentieren mit GeoGebra im Vordergrund. Je nach Computer-
ausstattung in lhrer Schule konnen lhre Schiler im Computerraum mit den zugehdrigen Begleit-
dateien arbeiten —am besten mit Partner oder in Gruppen — mit der Zielsetzung, Regeln zu formulie-
ren, die aus den Experimenten abgeleitet werden kdnnen. Ansonsten konnen Sie die Auftrage auch
alternativ als Hausarbeit vergeben.
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Auf einen Blick

1. Stunde

Thema: Hoheneigenschaft der Inparabel eines gleichschenkligen Dreiecks entdecken

M1 (Ab) Ein- und umbeschriebene Figuren im Alltag

M2 (Ab) Parabel in einem Dreieck — Kirchenarchitektur der besonderen Art

Benotigt: L] OH-Projektor bzw. Beamer/Whiteboard
LI Folienkopie bzw. digitale Fassung von M 1

2. Stunde

Thema: Flacheneigenschaft der Inparabel eines gleichschenkligen Dreiecks entde-
cken

M3 (Ab) Parabel in einem Dreieck — Volumenvergleiche im Tiefbau (Variante ')

3. Stunde

Thema: Flacheneigenschaft der Linpcrabel eines gleichschenkligen Dreiecks ent-
decken

M4  (Ab) Parabel u n ein L reieci — V2.umenvergleiche im Tiefbau (Variante 2)
una im Ho. hbau | variante 1)

4 Stunde

Thema: Hoheneigenschaft der Inparabel eines gleichschenkligen Trapezes entdecken

M5 (Ab) Parabel in einem Trapez — Ldngenberechnungen im Tiefbau

5. Stunde

Thema: Flacheneigenschaft der Inparabel eines gleichschenkligen Trapezes

M6 (Ab) Parabel in einem Trapez — Volumenvergleiche im Hochbau (Variante 2)

6. Stunde

Thema: Flachenvergleiche zwischen der Inparabel und der Umparabel eines gleich-
schenkligen Dreiecks durchfiihren

M7 (Ab) Parabel in einer Parabel — Volumenvergleiche im Hochbau (Variante 3)
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7. Stunde

Thema:
M8 (Ab)

8. Stunde

Thema:
M9 (Ab)

9. Stunde

Thema:
M 10 (Ab)

10. Stunde

Thema:
M 11 (Ab)

M 12(a ,b, ) (Ab)

Miliimalp an

Bogenldngeneigenschaften des Arbelos entdecken
Doppelhalbkreis in einem Halbkreis (,Arbelos”) — Flachenvergleiche
im Hochbau

Definition und Eigenschaft des Arbelos kennenlernen
Hintergrundinformationen zum Arbelos

Bogenlangeneigenschaften des Parbelos entdecken
Doppelparabel in einer Parabel (,Parbelos”) — Wurfbahnen beim Ten-
nis

Bogenldngeneigenschaften de< Karbelc: enticken

Doppelkettenlinie in ein “r Kett 'nlinie (,KarLelos”) — Langenvergleiche
bei Ketten

Py ciskarter riir di » Expoitenauftrage

Na alle Materialien weitestgehend unabhdngig voneinander einsetzbar sind, kénnen Sie bei Zeit-
knappheit nach Belieben Materialien auswahlen.

Erklarung der Differenzierungssymbole

Aufgaben, in denen generell Differen-
zierung maglich ist (Lehrersymbol)

varianten

Die mittleren Aufgaben-
varianten

varianten

@ Die anspruchsvollsten Aufgaben- @ Die leichtesten Aufgabe-
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M1

Ein- und umbeschriebene Figuren im Alltag

Kirchenarchitektur: eine Parabel in einem Dreieck

S

Tunnelarchitektur: zwei Halbkreise in einer Halhkrejs (,Arb>'.5")

Kunstwerk: zwei Halbkreise in einem Dekoratives Design: zwei Kettenlinien in
Halbkreis einer Kettenlinie

Fotos: Kirche und Ketten: Wolfgang Gobels; Arbelos: © Thomas Schoch, http://www.retas.de; https.//de.wikipedia.org/
wiki/Datei:Arbelos sculpture Netherlands 1.jpg
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Parabel in einem Dreieck — Kirchenarchitektur der M2
besonderen Art

Merke:

Einem gleichschenkligen Dreieck ABC mit der Hohe h und der Grundseitenldnge c sei ein Para- @
belbogen so einbeschrieben, dass die beiden Schenkel den Parabelbogen in A und B berihren.

Dann wird diese Parabel Inparabel des Dreiecks genannt.

Die MaRzahl des von einer Inparabel und der Dreiecksgrundseite umrandeten Flachenstiicks

werde mit A, bezeichnet.

Die Abbildung zu Aufgabe 2 veranschaulicht die Inparabel eines Dreiecks.

Aufgaben

1. Experimentieren und Begriinden:

a) Offnen Sie die Datei M0O2_Inparabel.ggb.
b) Betdtigen Sie den Schieberegler und ziehen Sie die Spitze des Dreiecks nach unten.
¢) Finden Sie heraus, welche Eigenschaft die Hohe besitzt.

d) Formulieren Sie eine entsprechende Regel.

2. Modellieren: C
Losen Sie die nachfolgende Aufgabe, in-
dem Sie die Eigenschaft der Hohe unmit-
telbar anwenden.

a) Wie hoch ist die Kirchenfassade,
wenn der Innenraum 5 m hei ist:

b) Wie hoch ist der Kircheninne.iraun .
wenn dis Fassade 10 m hoch i<t?

De Quer.chnitt ziner Kirchenfassade hat
die Form eines gleichschenkligen Dreiecks.
Der Gewdlbequerschnitt im Kircheninnern
ist parabelformig und vom Architekten so
gestaltet, dass die beiden Dreiecksschenkel
als Parabeltangenten am Boden der Kirche
auftreffen.

A Cc
Fiir Experten
Erldutern Sie Ihren Mitschiilern den zugehdrigen Beweis der in Aufgabe 1 aufgestellten Regel.

101 RAAbits Mathematik Dezember 2019
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Parabel um ein Dreieck — Volumenvergleiche im Tiefbau M4
(Variante 2) und im Hochbau (Variante 1)

Merke:

Einem gleichschenkligen Dreieck ABC mit der Hohe h und der Grundseitenldnge c sei ein Para- @
belbogen so umbeschrieben, dass er durch die drei Eckpunkte A, B und C verlduft.

Dann wird diese Parabel Umparabel des Dreiecks genannt.

Die MaRzahl des von einer Umparabel und der Dreiecksgrundseite umrandeten Flachenstiicks

werde mit A, bezeichnet.

Die Abbildung zu Aufgabe 2 veranschaulicht die Umparabel eines Dreiecks.

Aufgaben
1. Experimentieren und Begriinden:

a) Offnen Sie die Datei MO4_Umparabel.ggb.

b) Betdtigen Sie den Schieberegler und ziehen Sie die Spitze des Dreiecks nach unten.
¢) Finden Sie heraus, welche Beziehung zwischen dem Dreieck und seiner Umparabel besteht.
d) Formulieren Sie eine entsprechende Regel.

2. Modellieren:

Losen Sie die nachfolgenden Aufgaben, indem Sie die gefundene Eiger<-haft unn ittelbar an-

wenden.

WAV

b) Der Querschnitt einer Halle A hat die

a) Der Querschnitt eines Kanals A hat die

Form eines gleichschenkligen Dreiecks.
Der Querschnitt eines gleich langen Ka-
nals B ist parabelformig.

Um wie viel Prozent ist das Fassungs-
vermdgen des Kanals B groRer als das
des Kanals A, wenn die Breiten (Grundli-
nien) und Tiefen beider Kandle identisch
sind?

Fiir Experten
Erldutern Sie Ihren Mitschilern den zugehdrigen Beweis der in Aufgabe 1 aufgestellten Regel.

101 RAAbits Mathematik Dezember 2019

Form eines gleichschenkligen Dreiecks.
Der Querschnitt einer gleich langen Hal-
le B ist parabelformig.

Um wie viel Prozent ist das Innenraum-
volumen der Halle B groRRer als das der
Halle A, wenn die Breiten (Grundlinien)
und Hohen beider Hallen identisch
sind?

a
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Parabel in einem Trapez — Volumenvergleiche im Hochbau M6
(Variante 2)

Aufgaben

1. Experimentieren und Begriinden:
a) Offnen Sie die Datei M06_Inparabel_Trapez.ggb.
b) Betdtigen Sie die Schieberegler.
¢) Finden Sie heraus, welche Beziehung zwischen dem Trapez und seiner Inparabel besteht.

)
d) Formulieren Sie eine entsprechende Regel.

2. Modellieren:
Losen Sie die nachfolgende Aufgabe, indem Sie die gefundene Eigenschaft unmittelbar anwen-
den.
Um wie viel Prozent ist das Innenraumvolumen der Halle B kleiner als das der Halle A?

Eine Halle A hat den Querschnitt eines gleichzciionkligen Tiapez »s.
Eine gleich lange Halle B hat einen narabel 6rmige 1 Que: ~chniic.
Die Bodenwinkel, Maximalbreiten '~ 1 Hohe.» beidz, Hallen sind identisch.

Fiii Expe ten:
Erl utern “ie Ihrer Mitschilern den zugehdrigen Beweis der in Aufgabe 1 aufgestellten Regel.

101 RAAbits Mathematik Dezember 2019
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Doppelhalbkreis in einem Halbkreis (,Arbelos”) —
Flachenvergleiche im Hochbau

Merke:

Einem Halbkreis sind zwei Halbkreise derart einbeschrieben, dass die beiden inneren Halbkrei-
se sich im Punkt C treffen und den dulReren Halbkreis in den Punkten A und B beriihren. Dann
wird die von den drei Halbkreisen begrenzte Figur Arbelos genannt.

Hintergrundinformationen zum Thema Arbelos finden Sie in M 9.

Aufgaben

1.

Experimentieren und Begriinden:

a) Offnen Sie die Datei MO8_Arbelos_Halbkreise.ggb.

b) Ziehen Sie den gelben Punkt nach links bzw. nach rechts.
¢) Finden Sie heraus, welche Beziehung zwischen den drei Halbkreisen des Arbelos besteht.
d) Formulieren Sie eine entsprechende Regel.

Modellieren:

Losen Sie die nachfolgende Aufgabe, indem Sie die gefundene Eigenschaft unmittelbar anwen-
den.

Welche Beziehungen bestehen zwischen der GréRe der Innenflache des '=spriinglicen Tunnels
und der GroRe der Gesamt-Innenfldche der beiden neuen Tunne'?

Ein halbzylinderformiger StraRentunnel soll zu zwei formgleichen Tunneln umgebaut wer-
den, einem niedrigen fur FuRganger und Radfahrer und einem héheren fiir Kraftfahrzeuge.
Der zwischen dem urspringlichen Tunnel und den beiden neuen Tunneln entstehende
Hohlraum soll aufgefiillt werden.

101 RAAbits Mathematik Dezember 2019
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M9

A

Hintergrundinformationen zum Arbelos

Die vermutlich von dem berlihmten griechischen Mathematiker Archimedes untersuchte sichel-
formige Figur namens Arbelos (griechisch Arbylos = Schustermesser) ist eine von drei Halbkreisen
begrenzte geometrische Figur. Die Bezeichnung riihrt daher, dass diese geometrische Figur eine
gewisse Ahnlichkeit mit einem Schustermesser aufweist.

Aufgabe

Fiir Experten: Beweisen Sie, dass der Umfang U des groRten Halbkreises mit dem Gesamt-
umfang U, + U, der beiden kleinsten Halbkreise tbereinstimmt.

Hinweis: Diese Eigenschaft ldsst sich bei Streckung der Gesamtfigur analog auf Halb-

ellipsen ubertragen (Datei M09_Arbelos_Halbellipsen.ggb).

Klinge
Griff :
Schustermesser d d-A

Arbelos-Skulptur in Kaatsheuvel, Niederlande

101 RAAbits Mathematik Dezember 2019
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M1l

Doppelkettenlinie in einer Kettenlinie (,Karbelos”) -
Langenvergleiche bei Ketten

Merke:

Eine Kettenlinie ist eine mathematische Kurve, die den Durchhang einer an ihren Enden auf-
gehdngten Kette unter Einfluss der Schwerkraft beschreibt. Es handelt sich um eine elementare
mathematische Funktion, den Kosinus hyperbolicus, kurz cosh.

Die Abbildung der Wurfbahnen zu Aufgabe 2 veranschaulicht ein Parbelos.

Fotos: W. Gobels

Aufgehdngte Kette Aufgehangte Kette mit eingezeichneter Kettenlinie

Beachte:

Eine Kettenlinie ist keine Parabel, wenn sie auch eine ahnliche Form hat.

Einem Kettenlinienbogen sind zwei Kettenlinienbdgen derart einbeschricLc.., dass \'ie beia n in-
neren Bogen sich im Punkt C treffen und den duReren Bogen in den F unkten A und t beriinren.
Dann wird die von den drei Kettenlinienbdgen begrenzte Fig 'r Karbelo: genarat.

Die Abbildungen zu Aufgabe 2 veranschauli .nen jeweils ein Korbelos.

Aufgaben
1. Experiaentierer und legrinien:
a) 0 fnen Sie di> D2tei M11_Ketten.ggb.
b) Zienen Sie den gelben Punkt nach links bzw. nach rechts.
¢) Finden Sie heraus, welche Beziehung zwischen den drei Kettenlinienbdgen des Karbelos be-
steht.
d) Formulieren Sie eine entsprechende Regel.

2. Modellieren:
Losen Sie die nachfolgende Aufgabe, indem Sie die gefundene Eigenschaft unmittelbar anwenden.
Welche Beziehungen bestehen zwischen den Langen der drei Ketten?

Um einen besonderen optischen Effekt zu erzielen, hangt ein Juwelier im Schaufenster sei-
nes Geschdftes drei Goldketten wie abgebildet an drei Punkten, die auf einer waagerech-
ten Linie liegen, auf. An den beiden duReren Befestigungspunkten sollen sich die Ketten
unter demselben Winkel o treffen.
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Beweiskarten fiir die Expertenauftrage (Teil 1) M 12a

Skizze zu den Beweisen zu M 2 bis M 7 @
G

Beweis zu M 2
In der abgebildeten Planskizze soll ¢ die Ldnge der Seite AB (Grundseite), a der Streckungs-
faktor der Parabel und h die Lange der Seite EG (Hohe) in dem y-achsens ‘mmetrische.i gleica-
schenkligen Dreieck ABG sein.
Die Figur soll in ein Koordinatensystem eingebettet sein mit

C C
A[2| o], E(0]0), B[2| oj und G(0| h).
Dann hat die Parabel die runktion< ieich ng f, /) = ax* +d mit der Ableitung f,(x) = 2ax .

2

Fus f| = |=0<« =t ed=—ta folgt zunachst: ﬂ(x):axz—laczza L],
2 4 4 4 4

[ ie Steigung der Geraden durch A(—;| 0] und G(0|h) betragt m= h-0 _2h und ist

TREEE

Deshalb gilt: 2h_ —ac,also a= —Z—Zh . Also lautet die von c und h abhdngige Parabelgleichung:
C C

identisch mit f

f

(x) = (—Zczhj (xz —lcz] = —ZC—thz D

Der Parabelscheitel ist demnach F(O‘ 2] und halbiert somit die Hohe des gleichschenkligen
Dreiecks ABG.
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M1 Ein- und umbeschriebene Figuren im Alltag

Auf den Fotos ist Folgendes zu sehen:

1. Dreieckskirche mit parabelférmigem Innenraumquerschnitt

2. Tunnel mit getrennten Rohren: links fir FuRganger und Radfahrer, rechts fiir Kraftfahrzeuge
3. Arbelos-Skulptur in Kaatsheuvel, Niederlande

4. Hangende Goldkette mit zwei innen hangenden kleineren Goldketten

Hinweise M 2-M 7) G

Die nebenstehende abgebildete Planskizze bezieht
sich auf die Materialien M 2 bis M 7. D F C
Ferner sei A, die FlachenmaRzahl der Inparabel, A die
der Umparabel, A, die des Dreiecks und A, die des

Trapezes. A E B

Erwartungshorizont (M 2)

1. Experimentieren mit der GeoGebra-Datei fiihrt zu folgender Regel:
Die Hohe eines gleichschenkligen Dreiecks wird durch den Scheitel seiner Inparct el haloiert.
2. a) Dader Parabelscheitel die Dreieckshohe halbiert, isi Hie Kirchenf-ssade2-5n =10 n hoch.
b) Da der Parabelscheitel die Dreieckshohe halbiert ‘st der K.-cheninnenrar:.. héchstens
0,5-10 m =5 m hoch.

Fiir Experten:
Zum Beweis fur Expoiten “iehe M 12a.

crwartu ngshorizont (M 3)

1 Experimentieren mit der GeoGebra-Datei fiihrt zu folgender Regel:
Die Inparabel eines gleichschenkligen Dreiecks teilt die Dreiecksflache im Verhdltnis 1 : 2.

2. Wegen %:%:66% % ist das Fassungsvermogen des Kanals B um 33% % kleiner als das
D

des Kanals A.

Fur Experten:
Zum Beweis fiir Experten sieche M 12b.

Erwartungshorizont (M 4)

1. Experimentieren mit der GeoGebra-Datei fiihrt zu folgender Regel:
Die Schenkel eines gleichschenkligen Dreiecks teilen seine Umparabel im Verhdltnis 1 : 3.

A A . -
2. a) Wegen ﬁ=i®ﬁ=g=133% % ist das Fassungsvermogen des Kanals B um 33% %

U D

groBer als das des Kanals A.
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