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Analysis

Bedeutung und Konstruktion von Tangentegg—
Ubungsmaterial

Udo Muhlenfeld, Hiddenhausen
Grafiken von Dr. Wolfgang Zettlmeier, Barbing
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Der Beitrag zeigt vielfaltige Moglichkeiten g ' en Stelle®wert und die Bedeutung der Tangente
innermathematisch und i axtbezug zu ken. Gestalten Sie einen kompetenzorientierten
und auf Verstandnis bag athematiku ht, indem Sie z. B. Eigenschaften der Kreis-
tangenten nutzen, urglai ei palanithilfe gines Spiegels Tangenten zu konstruieren. Erganzt
wird der Beitrag durch d = aus ue “bensumfeld der Schiiler, zu dem die Steigung von
FuRgangerbriicken ebenso za s knickfreie Uberginge im StraRenverkehr.

terrichtsstunden

1. Mathematisch argumentieren (K1), 2. Probleme mathematisch l6sen

(K2), 3. Mathematisch modellieren (K3), 4. Mathematische Darstellun-

gen verwenden (K4), 5. Mit symbolischen, formalen und technischen

Elementen der Mathematik umgehen (K5), 6. Kommunizieren (K6)

Thematische Bereiche: Tangenten, Hiillkurven, Normalen, Steigungswinkel, knickfreie
Uberginge

Medien: Texte, Bilder, GTR
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Didaktisch-methodische Hinweise

Intention des Beitrags
Im Allgemeinen beantworten die Schiiler die Frage nach der Bedeutung der Tangente d

bei den trigonometrischen Funktionen und Exponentialfunktionen genutzt
uber die Ableitungsfunktion zu gewinnen. Hier werden Moglichkeite

zusetzen. Erganzt wird der Beitrag durch drei Aspekte aus dem
die Steigung von FuRRgdngerbriicken ebenso zahlt wie knickfreie

Das Zitat von Josef Leisen ,Vieles kommt und geht in der, lasst nicht
nur seine eigene Interpretation zu, dass es kein Lernen . Sondern da-
riber hinaus ist es ebenso wichtig, dass fachdidaktische En in der Aufgaben-

Mathematikunterricht
sich dreiRig Schulen an

dem Projekt ,Beispiele fur ein zeitgema i athematikunterricht der Ober-
stufe in NRW” im Rahmen des Model 2003-2005 beteiligten. In den

Berichten aus dem Modellversuch heift es : iner starkeren Einbindung selbst-
standiger Lernformen erwarten Schi
mittelten Inhalte und Kompe : athematischen Inhalte im alltaglichen

o 2o der Tangente als mathematisches Werkzeug zu erfahren. In
4 schung aus kontextbezogenen Problemen und Aufga-

ben mit innermathematisch&@g ugena seboten. UnterdemAspektderE|gentat|gke|tder5chuler

ur die Inhalte und Zusammenhdnge zu gewinnen. Im Schulalltag ist
bren noch zu beobachten, dass der Einsatz des GTR in der Mathematik wie auch
Unterricht eng an die Lehrerpersonlichkeit gebunden ist.

als Hullkurve von Tangenten

1 In diesem Beitrag wird ein CASIO fx-CG50 (Nachfolgemodell des CASIO fx-CG20, Software gleich) verwen-
det. Die Aufgaben lassen sich aber mit jedem grafikfahigen Taschenrechner oder GeoGebra losen.

http://www.lehr-lern-modell.de/aufgabenstellungen

> Im weiteren Verlauf wird aus Griinden der besseren Lesbarkeit nur noch ,Schiiler” verwendet.
4 SINUS-Transfer NRW — Berichte aus dem Modellversuch, Klett-Verlag 2006, ISBN 978-3-12-720070-6
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— Grafisch differenzieren (hdndisch und mit dem GTR)
— Tangenten und Normalen

— Tangente und Steigungswinkel

- Knickfreie Ubergénge

lhr Plus

— Vernetzung mathematischer Kompetenzen aus Geometrie und Analysis
— Tippkarten fir die Handhabung des GTR

— Stdrkung der Kommunikationskompetenzen der Schiiler

— Bedeutung der Tangente aus unterschiedlichen Sichtweisen

Lehrplanbezug
Wir schauen exemplarisch auf den Kernlehrplan Mathematik in Nordrhein-Westf
Dort werden im Inhaltsfeld Funktionen und Analysis Kompetenzerw.
Schwerpunkte bis zum Ende der Einflihrungsphase formuliert:
Die Schiiler ...
.. berechnen durchschnittliche und lokale Anderungsraten und i
.. deuten die Tangente als Grenzlage einer Folge von Sekante
.. deuten die Ableitung an einer Stelle als lokale Anderungsra

.. leiten Funktionen grafisch ab,
... verwenden am Graphen oder Term einer Funktion ables
Losen von inner- und auRermathematischen Pro
Die Materialien in diesem Beitrag werden de,
innermathematische Beziige herzustellen und so ein
zubeugen.

Methode
Neben den inhaltsbezogenen Kompeten
tenzen ausgewiesen, die naturlich nur in d
erworben werden kdnnen. [
der Forderung der Komp

Argumente beim

ns gerecht, auRer- und
inseitig orientierten Alltagsmathematik vor-

nlehrplan prozessbezogene Kompe-
dseinand@rsetzung mit mathematischen Inhalten
icht verdeutlicht, inwiefern dieser Beitrag Sie bei

Kompetenzen im Kern

Tatigkeit in der Unterrichtseinheit

Die Schiiler ..

Briickenbogen mit Parabeln modellieren,
Kugelrinne als zweidimensionales Modell (M 4)

Schmuckanhdnger entwerfen (M 2)

(M 4)

kreis- und parabelférmige Straeniibergange

> https://iwww.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/upload/klp SIl/m/KLP_GOSt Mathematik.pdf
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Kompetenzen im Kernlehrplan Tatigkeit in der Unterrichtseinheit

.. entscheiden situationsangemessen (iber grafische Ableitung der Sinusfunktio
den Einsatz mathematischer Hilfsmittel
und digitaler Werkzeuge und wahlen diese

gezielt aus,

.. verwenden verschiedene digitale grafische Ableitung der Sinusfunkti
Werkzeuge zum ... Parameterberechnung

.. grafischen Messen von Steigungen, Hullkurven zeichnen

.. Losen von Gleichungen,
.. Darstellen von Funktionen grafisch,

.. analysieren und strukturieren die
Problemsituation.

Ablauf
Zu einem kompetenzorientierten Mathematikunterricht geh
Unterrichtsvorhaben, die Ziele und Methoden h n. Hier
aktivieren und anzuwenden, um Maglichkeiten@iufzuzeigen, riickblic
matisches Werkzeug kennenzulernen und ein

h, dass Sie Iransparenz tber Ihr
also darum, Vorwissen zu
e Tangente als mathe-

M1 Tangenten konstruieren

tangenten orthogonal zum Radi uf problemorientiert ein Verfahren zu entwi-
ckeln, Tangenten an eine Par zeichnen. Diese Vorgehensweise greift
zum einen das Vorwissen auf und s durch die manuelle Tatigkeit eine Motivation zur weiteren

truktion von Tangenten mithilfe der Achsenschnitt-
punkte ist ebenso ein algebraischen Aspekt dieser Tatigkeit, wahrend
die anschlieBende Kon aphen alS’Hillkurven von Tangenten den geometrischen As-

pekt in den Fokus rckt , TR als Hilfsmittel fiir das Zeichnen vieler Tangenten
unerldsslich macht.

wege: Zwischen der handischen Zeichnung liber die grafische Er-
g mit dem GTR bis hin zu einer automatisch ablaufenden Animation kdnnen
entiert wahlen. Die vierte Aufgabe verkniipft grundlegende Eigenschaften
der Normalen (m, -my, =-1) und der Funktion (m; =f"(x)) und ermoglicht
Umgang mit ihnen, um im mathematischen Modell Gebilde unterschiedlicher Kom-

opkarten fiir den CASIO fx-CG50
Dieses Material sollte fir alle kopiert werden, damit es auch zu Hause zur Verfiigung steht. Wenn
die Schiiler in Kleingruppen arbeiten, achten Sie bei der Gruppeneinteilung darauf, dass nicht alle
GTR-Experten” in einer Gruppe sind, um das ,voneinander lernen” zu starken. Das Material ist so
staltet, dass es zum Selbstlernen geeignet ist. Zahlreiche Screenshots und ausfiihrliche Bedie-
nungshinweise mit GTR-spezifischen Symbolen leiten die Schiiler Schritt fir Schritt bei den folgen-
den mathematischen Tatigkeiten an:
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Auf einen Blick

1./2. Stunde

Thema:
M1 (Ab)

Tangenten als Werkzeug
Tangenten konstruieren / Spiegelkonstruktion, K

3./4. Stunde

Thema:
M2 (Ab)
M3 (Ab)

Die Ableitung der Sinus-Funkti
m Geodreieck,

GTR nutzen, Selbst-
lernmaterial verwende

5./6. Stunde

Thema:
M4 (Ab)

Minimalplan

Die vorgestellten Materialie

Umgang mit G

Mit Ta
Tangenten
Querschnittszeich

balte skizzieren, kni

gsen

licken, Rinnen und StraBen / Steigungen ermitteln,
anfertigen, geometrische Gréllen berechnen, Sach-
Ubergdnge modellieren, Lésungen bewerten

d voneindnder weitgehend unabhdngig und stellen keine Voraus-
liche Arbeit dar, sie haben eher einen vertiefenden und vernet-
ur Verfligung steht, beschranken Sie sich auf einen Aspekt,
jgieiligen Material bearbeitet werden kann. Alternativ kdnnen Sie
@ven herausgreifen, die bewusst die Starkung der Kompetenzen im

R fordern bis hin zur Erstellung einer Animation.
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Tangenten konstruieren

1. So genau wie moglich, also nicht einfach nach AugenmaR, soll die Tangente an die Normalpara-
belim Punkt A mithilfe eines Spiegels konstruiert werden. Fertigen Sie dazu eine Konstruktions-
beschreibung. Uberlegen Sie zunéchst, wie eine Tangente an einen Kreis konstruiert wird, ung
ubertragen Sie dann die Schritte mithilfe der Abbildungen auf die Normalparabel.
Tipp 1: Uberlegen Sie sich, wie Tangente und Normale zueinander verlaufen.
Tipp 2: Vergleichen Sie die Lage der beiden Punkte A und C miteinander.

2. a) Ermitteln Sie rechnerisch die Koordinate
Schnittpunkte B und C der Tangente an die No
malparabel im Punkt A(ala?)
achsen.

b)

@)

tion.

]
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M2

Mit Tangenten grafisch differenzieren

1. In der folgenden Grafik ist der Graph der Sinusfunktion dargestellt. Zeichnen Sie die

eranderp@Bie die Form des Schmuckanhdngers so, dass die vier gestrichelt gezeichneten Stre-

e ch lang sind.
Verwenden Sie zum Zeichnen der Graphen in den angegebenen Intervallen die Tippkarte M 3.
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Tippkarten fiir den CASIO fx-CG50 - Teil 1 M3

1. Kurvenscharen zeichnen
Rufen Sie aus dem Hauptmenii mit (1] die Run-Matrix-Anwendung auf. Mit (MEND) (SET UP)
konnen Sie samtliche Grundeinstellungen vornehmen. Mit beenden Sie diesen Schritt.
Geben Sie in geschweiften Klammern eine Liste ein, z. B. von —4 bis 4 in der Schrittweite 0,5.

(F1) (F1) (1] ordnen Sie diese Liste dem Namen Liste 1 zu. SchlieRen Sie mit [Exg) ab.

=

45,3,3.5,4}>List 1
|%-4,—3.5,—3,—2.5,—2,l>

Fill(| Seq (I

io den Funktions-

Rufen Sie aus dem Hauptmeni mit (8] die Graph-Anwendung auf. Ge

schlieRen Sie mit [Exg ab. Mit (F1) (SELECT) wird ausgewa
soll. Das Gleichheitszeichen ist dann markiert. Mit (DR
Beispiel: Darstellung der Tangentenschar y=a-x—0,5a

B

Graph Fune :Y=
YigList 1xx—.5XL[—1

Y23 [=—1]
Ya: [
Y4: [—]
Y5: [ =]

Y6 : |
aNEdl| DELETE] TYPE ] TOOL JIXAlE ""1

2. Messwerte grafisch darstellen
Rufen Sie aus dem Hauptmeni mit (4] Sag% akulation auf und tragen Sie die Werte in
2 Zelle schlieRen Sie mit [Exg ab. Mit (F1

E [dlc]Real SHEET [F] () Readl SHEET
‘tatGraphl

p vpe:Scatter
I IRange:Al:A4

®ellRange:B1:B4 ! %
Frequency :1 4 P4

Mark Type :& ® i
Color Link:Off + Ql T2 3 4 5§ & 1

102 RAAbits Mathematik Marz 2020
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M3 Tippkarten fiir den CASIO fx-CG50 - Teil 2

3. Steigung der Tangente grafisch ermitteln
Rufen Sie aus dem Hauptmenl mit (5] die Graph-Anwendung auf. Geben Sie de ktions-
term ein, verwenden Sie dabei fur die Variable x und schlieBen Sie mit ab. Mit (F1)
(SELECT) wird ausgewahlt, ob der Graph gezeichnet werden soll. Das Gleichh istdann
markiert. Mit (DRAW) wird der Graph gezeichnet.

Mit (F2) (TANGENT) (0] und [Exg wird automatisch die Tan
der Stelle x = 0 gelegt und die Steigung wird angezeigt, wenn Sie die
ve: On” gewahlt haben. Mdchten Sie nur die Steigung angegeben
(s (F1) (TRACE) (0] und (Exg.

Bl Ausfiuhrposition wahlen
07, 5(x—2)2

Die weiteren Schritte fiir die Erstellun
Rechnerbefehlen sind in der jutert und weiter unten illustriert.

en am GTR

o
o~
o
o
wl
)
<<
<
oo
©

swahlen (7] (sin) (X&7) Exg

Mit den Cursor-Tasten den Pfeil auf A bringen:
markiert den Punkt; dann Pfeil auf den
Graphen bringen: [Ex§ markiert den Graphen;

aJ
(5); beenden mit

Mit den Cursor-Tasten den Pfeil auf die Tangen-
te bringen: (Exg markiert die Tangente (Punkt
A und der Graph diirfen nicht mehr markiert
sein); (WRg); mit den Cursor-Tasten ,links” und
,oben” die Steigung auswahlen; [Exg. Mit den
Cursor-Tasten ,rechts” und ,oben” wird die
Tabelle hinzugefiigt; [Exg. Mit kehren Sie
zur Zeichnung zuriick.

102 RAAbits Mathematik Marz 2020
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Tippkarten fiir den CASIO fx-CG50 — Teil 3 M3

Mathematische Bedeutung Operationen am GTR

Tabelle mit den Koordinaten von A | Mit den Cursor-Tasten den Pfeil auf A bringen: [EX§ mar-
kiert den Punkt (Tangente und Graph durfen nicht meh
markiert sein); (AR§); mit den Cursor-Tasten ,links”
Loben” x,y" auswahlen. Mit den Cursor-Tasten
und ,oben” wird die Tabelle hinzugefiigt.

Speichern der x-Werte und der x-Spalte mit Cursor markieren

Steigungen (F1) (STORE) (F1) (LIST) (1]
Slope-Spalte mit Cursor markieren
(F1) wisT) (2] 9

Wertetabelle aufrufen [WEND) (2] (Statistik)
Werte grafisch darstellen (F1) (GRAPH) (SET)4%8
(F1) (GRAPH1)

, 8 b=
U ZeichenSpez |‘7 m
:Gleichsch.3Eck
:Rechteck
:Quadrat
:Polygon
:Gleichs. n-gon
:Funktion f(x

V

w A

[_Slope
0.2123
0.8522
zufug 0.9674
flugen 0.487
eigeben -0.293
Sperren -0.892

2 = List 1 B
ichern in SUB|X
Listenspeicher | 1 -7.84
| 2| -6.833
List[l 26]1: 1 | 3/ -6.027
e TreoT 4| -6.221
-0 892 -3.608 0.45
EPES GRAPH] CALC J TEST DIST /|

[E] RadForud] [d7c)(Real)
¥

P B
% % ;ﬁ‘ Pl L4

+ =® 330 % 2 E]
]
CALC | DefG |

Es entsteht der Graph der Kosinus-Funktion. Bei der Nutzung der Regression ermdglicht der GTR nur
einen Term fiir die — verschobene — Sinusfunktion.

102 RAAbits Mathematik Marz 2020
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M3 Tippkarten fiir den CASIO fx-CG50 — Teil 4

5. Einen Graphen in einem Intervall zeichnen
Rufen Sie aus dem Hauptmenii mit (5] die Graph-Anwendung auf. Geben Sie de

term ein, verwenden Sie dabei fur die Variable x. Mit (3] =)’ (&3 =
geben Sie das Intervall ein und schlieBen mit (Ex§ ab. Mit (F1) (SELECT) wird 28 bt ob der

der Graph gezeichnet.

Grafikfunkt. :¥=
EO.5x+1, [-1,8]C—1

[—]
2 [—]
Y4: [—]
Y5: [—]1
YG6: [—1]

6. Gleichungen losen
Rufen Sie aus dem Hauptmenii mit (1)
(CALC) (F5) (SolveN) aufgerufen.
trennt die Losungsvariable.

£

. Der Befehl wird mit
, dann durch Komma ge-

o
~
S
~
w
)
<<
<
P
©
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M 4

Tangenten bei Briicken, Rinnen und Stral3en

1. Die ,Buckelbriicke” im Innenhafen von
Duisburg ist die erste hohenverstellbare
Hangebriicke der Welt. Sie besteht aus
15 Einzelteilen, die wie bei einem Uhren-
armband mit Gelenken verbunden sind.
Hydraulisch werden Tragseile gespannt,
sodass bei einer Spannweite von 73,72 m
die Durchfahrtshéhe von 1,10 m im Nor-
malzustand auf 10,60 m vergroRert wer-
den kann.

Ermitteln Sie mithilfe des GTR die jeweilige maximale Steigung, die Radfahrer
bewaltigen haben.

atur-ruhr

2. In Sankt Englmar in Bayern gibt es eine
grolle Holzmurmelbahn, deren Holzku-
geln einen Durchmesser von 15 ¢cm ha-
ben. Um einen stabilen Lauf der Kugel zu
gewdhrleisten, miissen die Seitenwande
der Rinne so hoch sein, dass diese die Ku-
gel tangential berlhren.

Berechnen Sie fiir eine V-férmige Rinne
die Mindesthohe der Seitenwande, wenn
die Rinne rechtwinklig ist bzw. die Seitenwande &@an Winkel von 60° bilden. Stellen Sie beide
Situationen zeichnerisch dar.

© www.sommerrodeln.de

3. Die Einmlndung der KreisstraBe auf ¢ i vies sich als Unfallschwerpunkt, bis

die Einmindung durch einen Kreisverk
Alternativ ware es moglich gewesen fu Rechtsalieger von der Kreis-
stralle auf die L 569 eing . DRormigen Ubergang zu bauen.

die beiden Strallen an"&@ |chen Stellen wie in Teilaufgabe a knickfrei
in depd

a) Entwerfen Sie eig der die Vorgaben bertick- §
sichtigt, dass 2 enradiffs 190 m betragen muss. E’

b) Entwerfen Sie ein® nigermewergang, der berlicksichtigt, dass =
5

IS
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