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Lineare Algebra und analytische Geometrie

Komponieren mit vektorieller Geometrie

Uwe Schirmann, Dortmund
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Musik und Mathematik haben vieles gem
Schiiler, wie man mithilfe vg

it den&olgenden Arbeitsmaterialien lernen lhre
sikstlicke selbst komponiert. Natrlich sollen die

Unterfichtsstunden

athematisch argumentieren (K1), Probleme mathematisch l6sen
2), mathematisch modellieren (K3), mathematische Darstellun-
gen verwenden (K4), kommunizieren (Ké)

Them&ische BerelCiie?  Vektoren, Matrizen, Spiegelungen, Verschiebungen, Koordinaten-
darstellung flir geometrische Sachverhalte in Ebene und Raum,
Ausflihren elementarer Operationen mit geometrischen Vektoren
Xylofon, virtuelles Klavier, Metronom, OHP-Folie, Plakate,

22 Audio-Dateien auf CD-ROM 78
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Didaktisch-methodische Hinweise

Einsatzmadglichkeit Priifungsvorbereitung
Die Arbeitsmaterialien dieses Beitrags setzen Sie im Themenbereich ,vektorielle Geo
In einem motivierenden Kontext (,Komponieren von Musikstiicken”) vertiefen diedlernenden ihre
Kenntnisse. Die Materialien eignen sich somit zur Prifungsvorbereitung.

Lernvoraussetzungen
Die Schiilerinnen und Schiiler? sollten bereits mit Matrizen und Vektoren v
Fall kennen sie affine Abbildungen in der Ebene. Es ist aber ebenso
Beitrags einzusetzen, wenn im Unterricht stochastische Prozess
und stochastischen Ubergangsmatrizen behandelt worden sind.

Mathematische Inhalte
Folgende Begriffe und Operationen der vektoriellen G i iadlaterialien ge-
festigt:

« Addition von Vektoren

 Multiplikation einer Matrix mit einem Vekt
« Vektoren geometrisch deuten
 Arbeiten im Koordinatensystem
 Verschiebung
e Spiegelung

Nutzen Sie den Computer
Die Arbeitsmaterialien leiten lhre S
ponieren. Die so entstandenen ,Stiicke”

dazu an, im Rahmen ihrer Mdglichkeiten selbst zu kom-
n z.B. auf einem echten Xylofon gespielt werden. Es

bietet sich jedoch ebe es oder Tablets zum Einsatz zu bringen.

Es lassen sich leicht In w !' adl Apps auSfindig machen, mit deren Hilfe Tone gespielt wer-
den kénnen (z. B. www.virg@glp :

Will man die Stiicke zwar xv i nicht live spielen, bietet sich das Chrome-Experiment

auf sehr einfache Weise Kompositionen umsetzen, speichern und
periments.com/Song-Maker/). Da es sich um ein speziell fiir
Experiment handelt, funktioniert die Anwendung in diesem

ur Verfuigung steht, nutzen Sie das digitale Zusatzmaterial auf CD-ROM 78.

Es gibt Audi§@ateien zu jedem Material — erkennbar an den Icons ,Noten” und ,CD".

1 Aus Griinden der besseren Lesbarkeit wird im weiteren Verlauf nur noch ,Schiiler” verwendet.
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Didaktisch-methodisches Konzept

Zur Lerngruppe und den curricularen Vorgaben
Affine Abbildungen sind in einigen Bundeslandern in den Lehrpldnen der gymnasialen Oberstufe
verankert. Doch auch wenn dies in Ihrem Bundesland nicht der Fall ist und affine Abbildungen de
Lernenden in Ihrem Kurs (noch) unbekannt sind, konnen die hier vorgestellten Materialien in ei

Vorwissen vollig aus.
Die ,musikalische Ebene” besteht aus den Dimensionen Zeit (x-Achse) und Tonhfe (y-Achse) und
ist damit der euklidischen Ebene nicht undhnlich. Damit wird der Einstieg in das a erleichtert,
da lediglich zweidimensionale Vektoren betrachtet werden und hédndisgge Rech weniger
komplex ausfallen als im Dreidimensionalen.

Methodischer Schwerpunkt der Unterrichtsreihe
Der Schwerpunkt der Unterrichtsreihe besteht in den hdufig
den Darstellungsarten. Wobei neben der symbolischen Darst

entwickeln und spielen, sollen individ
gen unterstiitzt werden.

tige Rolle. In der Regel begegnet den Lerner@#'m Untemicht der vektoriellen Geometrie eine Art
Mathematik, die in der Beak Aufgaben mit eindeutigen Losungen besteht. Mit

dungen zwischen Mathematik und Musik nutzen, kann man beispiels-
nd Sinusfunktionen in Verbindung bringen. Die Erzeugung von Ténen und Kldngen kann
ithilfe von Funktionen beschrieben werden. Schiirmann (2003) zeigt, wie mit einem
ystem auf mathematische Weise Tone erzeugt werden, die dann von einem Laut-

sprecher am uter abgespielt werden kénnen.
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Bezug zu den Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz

Allg. mathe-
matische
Kompetenz

Leitidee

Inhaltsbezogene Kompetenzen
Die Schiiler ...

Anford
bereic

K3, K&

L3, L4

... wechseln zwischen verschiedenen
Darstellungen;

... Uberfiihren eine Realsituation direkt
ein mathematisches Modell;

... finden Koordinaten flr geom
Sachverhalte in der Ebene;

... fihren elementare Operatio
geometrischen Vektoren gus (M

ngs-

K2

L4

... finden einen Losu
Problemstellung;

Spiegelung u
(M 3-M 6).

K2, Ké

Literaturhinwe

ise

> Hart, V. (2009). Sym

Us of the

th Annual BRIDGES Conference: Mathematics,
e (S. 169-176). London: Tarquin Publications.
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zenrechnung bzw. zum Lésen von linearen Gleichungssystemen:
https://matrixcalc.org/de/

Ansonsten empfiehlt sich auch WolframlAlpha:
https://www.wolframalpha.com
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Auf einen Blick

Legende der Abkirzungen
Ab = Arbeitsblatt; Fo = Folie

Darstellungswechsel zwischen Tonleiter und Koordinatensyst€nt,

ernetseite

1. Stunde

Thema:
mithilfe von Matrizen und Vektoren verandern

M1 (Ab) Komponieren mit vektorieller Geometrie

M2 (Ab) Motive in der Musik

Benotigt: L1 Xylofone oder virtuelle Klaviere in Form einer Apg oder el
L1 PC mit Internetverbindung

2. Stunde

Thema: Tone als Vektoren; Motive variieren
Spiegelungen und Verschiebu

M3 (Ab) Komponieren mit Abbildungen

0  PC mit Internetverbi

3./4. Stunde
Thema:

M4 (Ab)
M5 (Fo)

Bendotigt:

Minimalplan
Die Zeit ist knapp? Dann beschranken Sie sich auf die Materialien M 1-M 3.

Der mathemati

Fries-Muster

L1 Xylofone oder virtuelle Klaviere in Form einer App oder einer Internetseite
L1 Plakate
[0 PC mit Internetverbindung

103 RAAbits Mathematik Juni 2020
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M1 Komponieren mit vektorieller Geometrie

Musik und Mathematik haben vieles gemeinsam! Mit diesen Arbeitsmaterialien lernen Sigfwie
mithilfe von Vektoren kleine Musikstiicke selbst komponiert. Natiirlich sollen die Stu ch ge-

spielt werden, z.B. auf dem Xylofon oder einem virtuellen Klavier im Internet
(z.B. www.virtualpiano.net).

[ Zettlmeiel

-Dur- iter, und dort auf eine Oktave,

Abb. 1: © 279photol/iStock/Getty Images Plus, bearbeitet von

Musik-Koordinatensystem
Der Einfachheit halber wollen wir uns auf gas B
beschranken.
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dhnlich wie in einem Koo 7 jcordnet. Auf der y-Achse des ,Musik-Koordinatensys-
untersclfedlichen Tone abgetragen. Auf der x-Achse erfahrt man,
pielt wird. Wir erhalten so unser ,Musik-Koordinatensystem” (sie-

nachsten .
diecinzelnes?’one ihrer Hohe nach geordnet abgetragen. Wir vernachldssigen,
unterschiedliche Abstande in der Tonhdhe bestehen, und nehmen
stets mit 1 (1 Einheit) bezeichnet werden kann. AuRerdem sollen nur Viertel

der Tone gespielt werden (Viertelnoten), nicht berticksichtigen. Wir wollen
alber aulerdem davon ausgehen, dass alle Tone gleich lang gespielt werden und
eine Zeiteinheit betragt.

der Einfacht
die Dauer im

1. Zeichnen Sie — entsprechend der Abbildung auf der Folgeseite — ein Musik-Koordinatensystem,
tragen Sie frei gewahlte Punkte ein und spielen Sie diese auf einem Xylofon nach.
Tipp: Die Vorlage auf der Folgeseite kann auch verwendet werden.
Y Ein Schiiler aus der Gruppe spielt sein Stlick aus Aufgabe 1 vor. Die anderen diirfen das Xylofon
888 nicht sehen. Sie tragen dann die entsprechenden Tone in ihr Musik-Koordinatensystem ein.
AnschlieBend werden die Ergebnisse mit dem Original aus Aufgabe 1 verglichen.

103 RAADbits Mathematik Juni 2020
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M2 Motive in der Musik

mit den folgenden Ton-Vektoren beschrieben werden:
a (D) 4 Z(?) ho[?
) ) )

Tonhodhe A
C 3+
H 2 - X

Al X X

GO

F-1-

: Den Sie mit eigenen Worten, wie sich diese Abbildung auf das Motiv AAH auswirkt, und
spielen Sie das Motiv vor und nach der Abbildung auf dem Xylofon.
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Komponieren mit Abbildungen M3

Ein Musikstiick wird (sehr vereinfacht ausgedriickt) komponiert, indem man ein Motiv wiederholt
und variiert. Das heilt, das Motiv wird noch einmal gespielt, es wird mit tieferen oder héheren To-
nen gespielt, es wird riickwarts gespielt usw.

Solche Wiederholungen und Variationen erinnern stark an geometrische Abbildungen in der
thematik, und zwar an solche, bei denen die Abstande zwischen den Punkten erhalten bleiben
(wirde sich der Abstand zwischen den Ténen dndern, kdnnte man das Motiv akustisch nu
wiedererkennen). Im mathematischen Koordinatensystem gibt es drei Arten von Abbildung
die Abstande zwischen Punkten unverdndert lassen: Drehung, Spiegelung und Verschi
Abbildungen eignen sich zum Komponieren.
In unserem musikalischen Koordinatensystem muss zusatzlich darauf geachtetferden, dass die
Punkte nur ganzzahlige y-Koordinaten besitzen, da Tone mit Nachkommastellen @&oen Sinn erge-
ben (oder sich zumindest auf einem einfachen Xylofon nicht spielen lasseq). Dahe
die folgenden Abbildungen in unserem Musik-Koordinatensystem zula
 Verschiebung auf der x-Achse (Wiederholung)

« Verschiebung auf der y-Achse (Transposition)
 Spiegelung an einer Waagerechten (Inversion)

« Spiegelung an einer Senkrechten (Krebsgang)

« Kombinationen aus den einzelnen Abbildungen
Im Folgenden sollen zu den einzelnen musikalischen
schen Abbildungen mithilfe von Matrizen und Vektoren bes

ngen die entsprechegien mathemati-

Aufgabe
Flllen Sie zu jeder im Musik-Koordinatensystem an
tor aus, sodass die Rechnung zur Abbildung passt.

teten Abbildung die Matrix bzw. den Vek-

Tonhohe
C31
H 24 x
Al x_;>x
GO i
F-14
E-2-
D-31 []
c-4 []
Abbildung A

(oHED-(2)

Tonhohe

€31 31
H2 o« x—ex =
Al{ = |
T35 b
-2 ,
ol (0 EHaRE )
Abbildung D

Abb. 6-9: Gr | Zettlmeier

2 So nennt man diese Abbildung in der Musik.
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M 4 Fries-Muster

Fries-Muster werden in der Mathematik die
sieben Gruppen von Mustern genannt, die
im Koordinatensystem nur in eine Dimension
unendlich oft wiederholbar sind. Nimmt man
also an, dass sich ein Muster horizontal unend-
lich oft wiederholen ldsst, das Muster jedoch
vertikal endlich ist, so wird deutlich, warum
Fries-Muster insbesondere in der Architektur
haufig zu beobachten sind. Sie dienen zum
Beispiel zur Abgrenzung, Gliederung und De-
koration von Gebauden.

in venezianischer gotischer tektur;
etty Images Plus

Abb. 10: Fries-Mus
© Crisfotolux/iSto

Friesmuster treten auch beim Komponieren auf. Auch in dgr Musik ein Muster ig8ichtung der
Zeitachse theoretisch unendlich oft wiederholt werde d alle 7 mog-
lichen Muster abgebildet, die sich entlang der Zeitachse un wiederholen lassen.

und im'€

Aufgaben
1. Notieren Sie zu jedem Muster, welche de i hiebu¥g auf der x-Achse”, ,Ver-
schiebung auf der y-Achse”, ,Spieg " und ,Spiegelung an einer
Senkrechten” verwendet wird (Me

a) Q". Q’-.
Tonhéhe A ® .. ‘.

Muster ,Hipfen”

© RAABE 2020

Abbildung(en):

Muster ,Gehen”

Abbildung(en):

o o o o

‘o ‘o ‘o ‘o

° 13 ° °

e & o _o

) ® 3 ® ®
I N R (Y IRV HY HY LI
)
= Muster Springen” £
4 x x X X X X X X Zeit &
- x x x x =
] Abbildung(en): S
- 5
G
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To(i)hche A aé“i-. .-énio. ..é“i..

| oty oty Muster ,Schleichen”
i Zeit Abbildung(en):
e)
Tonhohe A
1 ()
4 [
1. : Qo
S S S S St
f)
Tonhéhefk
. r ,Schwindliges Sc !
g :"
Tonhohe A ( ) ..
] o o
] Qo F Qo
1« Schwindliges Springen”
] X Abbildung(en):
2. Wahlen Si Rioes MotV end aus drei Tonen und versuchen Sie, alle sieben Fries-

genden Musikvektoren:

o G G

103 RAAbits Mathematik Juni 2020

Abb. 11-17: Grafik: Dr. W. Zettlmeier
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M5 Quiz
@ Aufgabe
Zerschneiden Sie die folgende Tabelle in ihre Einzelteile, mischen Sie diese und ordnen

FuBabdriicke den passenden Vektoren zu.

S
JEEIE
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Grafik: Dr. W. Zettimeier
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Sequenzen M6

Wird ein Motiv im selben Schritt horizontal und vertikal verschoben, so spricht man von einer Se-
quenz. In unserem einfachen Beispiel (siehe Abbildung 18) wird das Motiv stets wiederholt und

dabei um eine Ton-Einheit nach oben verschoben.

Tonhohe A : |
N i X i
. i X X X i
- i x X X i
. X i X X !

I I
4 x X I |

I I

I I

[ [

I I

I I

| |

|

I

I

I

I

I

I

I

I

T T T
Z

AN

Sequenzierens kanngfan aber genau-
rtes ,Springen”.

Abb. 18: Sequenz; Grafik: Dr. W. Zettlmeier

Die Tone des Motivs werden demnach hoher. Den Vorg
so gut auch auf andere Fries-Muster anwenden. Hier ein Be

Tonhdhe A

¢ sowohl das Stiick im Musik-Koordinatensystem als auch die verwen-
bildungen mit Matrizen und Vektoren.

Sie anschieBend Ihr Stiick, indem Sie es vorspielen und seine mathematische Kon-
els eines Plakats den anderen erklaren.
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