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Lineare Algebra und analytische Geometrie

Streckenmessung, Streckennetze und Navigatio
in Streckennetzen (Bsp.: StraBenverkehr)

Dr. Jurgen Bohla, Wuppertal
[llustrationen (Graphen) von Dr. Wolfgang Zettlmeier, Barbing
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Das vorliegende Konzept steht unter de l gedankeW’ ,Planung, Messung und Verkniipfung

von Strecken und Routenp in Streckenri@izen”. StraBenkarten (und digitale Dateien fir die
GPS-gesteuerte Navigatight) dienég@ur Orientier Alltag. Die Methoden der analytischen Geo-
metrie (und Graphen ban cine apdlytische Untersuchung dieser Thematik.

KOMPETE!

1/12 (G8), 11-13 (G9)

8 Unterrichtsstunden

athematisch argumentieren (K1), Probleme mathematisch (6sen
K2), Mathematisch modellieren (K3), Mathematische Darstellun-
gen verwenden (K4), Mit symbolischen, formalen und technischen
Elementen der Mathematik umgehen (K5), Kommunizieren (Ké)
Mathematik, Geografie, Verkehrslehre, Physik

Texte, 1 Farbfolie, Bilder

Anhang, Excel-Datei auf CD-ROM 79
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Il Lineare Algebra und analytische Geometrie Beitrag 21 Streckennetze

Didaktisch-methodische Hinweise

Renkarten (und digitale Dateien fir die GPS-gesteuerte Navigation) als zur V
Abbildungen von Strecken und Streckennetzen dienen der Orientierung im Alltag.

Fachiibergreifendes Unterrichten
Fir die Losung komplexer Aufgabenstellungen dieser Art ist die Z
Fachdisziplinen nétig. Die Mathematik stellt Wissen, Methoden
zur Verfligung. Die fachmathematischen Methoden dafiir werden
der Graphentheorie und der Kombinatorik entnommen. Den Sc i Lgibt dies
Gelegenheit zu umfangreichen Wiederholungen. Teilweisggmuss {

Eigenverantwortliches Arbeiten
Als methodisches Prinzip wird Schiilerselbstta
im Wesentlichen Einzelarbeit. Die Arbei

e Wissenschaft wesentliche Beitrdge zur Beschreibung und
. Lehrplan Gymnasium Bayern Kl. 11/12, Mathematik?). Die zu
gwitassen einerseits Sachwissen, andererseits Methodenwissen, d.h.
achverhalt oder eine Aufgabe der Losung zuzufiihren.

von der Streckenmessung bis zur Routenplanung erfiillen die Anforde-
ges, realitdtsbezogenes Unterrichtskonzept. Daflr sind addquate Realitdts-
lodelle, zu entwickeln. Fur die Losung werden analytische und heuristisch-experi-

, wie z.B. bei den Grundziigen der Graphentheorie. Der Lernprozess ergibt sich aus
dem Zusammenspiel beider Verfahrensweisen.

1 Aus Griinden der besseren Lesbarkeit wird im weiteren Verlauf nur noch ,Schiiler” verwendet.
2 http://www.gym8-lehrplan.bayern.de/contentserv/3.1.neu/g8.de/id_26378.html
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Bezug zu den Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz
Mathematik dient als Werkzeug fiir Problemlosungen, den Erwerb heuristischer Fahigkeiten
und als Mittel zur Modellierung komplexer Realsituationen.

Der in den landerspezifischen Lehrpldnen enthaltene Pflichtbereich der analytischen Geometrie
wird hier in einem anwendungsorientierten Kontext wiederholt.

Allg. mathemati-  Leitidee Inhaltsbezogene Kompetenzen Anforderungs-
sche Kompetenz Die Schiiler ... bereich

K1-K6 L1, L3, L4 ... fihren Sachverhalte auf mathe-
matische Konzepte zuriick,

I, 11l

K1-Ké L1, L3, L4 ... erkennen dabei Zusammenhange,

K3, K6 L1, K3, L4 ... interpretieren und reflektieren gie
Ergebnisse.

Ziele des Beitrags:

Die einzelnen Teile des Beitrags sind schwerpunktmaRig auf b

1. Bei der Streckenmessung steht die Anwendung und Wi Sens aus ana-
lytischer Geometrie und Analysis im Mittelpunkt.

2. Im zweiten Teil soll — auf diesen Ergebnissen basierend —
heiten ein Modell fiir Planungszwecke bei d
es notwendig, die Schiiler mit den Grundzj
vielen Fallen Neuland sein wird. Hier wird gezei ic mathematische Modellierung fiir eine
Problemldsung erfolgen kann.

3. SchlieBlich soll vermittelt werden
zur Optimierungstheorie) in Strecki

Glossar

UTM-Gitter globales Koordinatensystem. Es teilt die Erd-
ormig in 6° breite vertikale Zonen auf, die einzeln
ieweils glinstigsten transversalen Mercator-Projektion verebnet

artesischen Koordinatensystem Uberzogen werden.

ist die Abkiirzung fiir Global Positioning System, zu Deutsch: Globa-
psitionsbestimmungssystem.

der numerischen Mathematik versteht man unter Polynominterpola-
tion die Suche nach einem Polynom, welches exakt durch vorgegebene

Punkte verlauft. Dieses Polynom wird Interpolationspolynom genannt.

Tachymeter Tachymeter sind Arbeitsmittel fiir Landvermesser, Bauingenieure.

104 RAAbits Mathematik September 2020
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Tafelbilder

Themen der Unterrichtsstunden (Stoffverteilungsplan)
a) Streckenmessung (Verfahren und Anwendungen)

b) Streckennetze (Darstellung und Aufbau)

¢) Navigation/Routenplanung in Streckennetzen

Tafelbild (M 1/M 2)

Zur Vorbereitung sollten Sie vorab folgenden Begriff kldren: Betrag b,
Den Betrag des Vektors x =(x,, ,, x; ) berechnet man mit der F

Der Betrag gibt anschaulich die Lange des Vektors an.
Kleinstreckenvermessung a) und b):
a) Berechnung der ,Euklidischen Distanz” s im

R? ZS=\/ 0, =%, Y +(y, =y, ),

2

R’ :s:\/ (X, =X,V +y, =y, +(z,-2,).

Streckenzug S als Summe der Einzelstrec

b) Trigonometrische Strecken-, Winkel-, HO
Bekannter Punkt im R : (x, |

© RAABE 2020

¢ Kantenzahl: n—1:
— maximale Kantenzahl: %n-(n—l) :

Entfernungsmatrix D: n x n -Matrix der Entfernungen d
zwischen benachbarten Knoten i und j
(d;; = oo bei nicht benachbarten Knoten, d;;=0 bei Knoten i).

Grafik: Dr. W. Zettlmeier
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Tafelbild (M 6)

Routenplanung: mit ungerichtetem, zusammenhangenden, kantenbewerteten Graph.

Optimalitatsbedingung: kiirzester Weg L vom Startknoten A zum Zielknoten B:

L= Zln — min, mit L= Kantenldnge vom Knoten i zum Knoten |
i

Grundsatze fiir die Entwickung eines Algorithmus

(nach Edsger W. Dijkstra, 1930-2002, niederldndischer Mathematiker)

1. Der Algorithmus basiert auf der Idee, von Stufe zu Stufe den nachstgelegenen Knoten, d.
Knoten mit der kiirzesten Distanz zum zuvor gefundenen Knoten (= Vorgdnger), zu
Summe der kiirzesten Einzelstrecken ergibt die kiirzeste Gesamtstrecke.

2. Dafiir sucht man auf Stufe t = 0 vom Startpunkt A aus den Knoten A+1 mit der
zu A und erhdlt damit den Knoten A + 1 auf Stufe t + 1. Die Kantenldnge von
aufgeschrieben und bei den Knoten einer Stufe gespeichert (z.B dem

4. Die Distanzen zu den (ibrigen Knoten werden Uberpriift u ch als
kiirzer erweisen, um der Minimum-Bedingung kiirzester Wi

die optimale Gesamtstrecke.
Zur Illustration zwei einfache Graphen, fiir die L = min (A na
einer Tabelle nach diesen Grundsatzen beschriebgn wird:
Graph 1

3
QL
=
N
=
S
kY
S
G
L, =AB=2
Vorganger C
A A 0,A 4A 1A
C - 4 A 1A
B - 3,C
Graph 2:

AB=4LE, AC=1LE, (B=2

ACB = LA + 2,C=3B < 4A

ACB ist jetzt die minimale Gesamtstrecke (optimale
Route).

104 RAAbits Mathematik September 2020
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Auf einen Blick

Legende der AbkUrzungen:
Ab = Arbeitsblatt, Fo = Folie

1./2. Stunde

Thema: Streckenmessung und -berechnung (Verfahren un

M1 (Ab) Streckenberechnung im Koordinatensys
M2 (Ab) Streckenmessung mit technischen Hilf

Landvermessung, Tachymetrie
M3 (Ab) Streckenberechnung mit GPS® / Globalve

itteln / Kleinvermessu

Hausaufgabe: Ubung und Vertiefung des Gele

3./4. Stunde

Thema: Die Abbildung Streckennetzen mithiie von Graphen

M4 (Ab) Grundbegriffe der nition der Begriffe Knoten, Kan-

M5 (Ab) ithilfe von Graphen / Umfang und
phen, Knotenzahl und Kantenzahl (minimal, maximal),
ckennetze (Beispiel), Streckennetz und Entfer-
M6 (Fo) hand eines Fallbeispiels
Benotigt: (| . Beamer/Whiteboard

5.1

Voraussetzungen fiir die Navigation

outenplanung/Modellierung eines Navigationssystems / Voraus-
setzungen fiir den Aufbau; konzeptionelle Vorbedingungen; Entwicklung
eines Planungsverfahrens/Algorithmus: Routenplanung, Formulierung einer
optimalen Vorgehensweise, Formulierung eines Losungskonzepts, Beispiele
zur Routenplanung

Hausaufgabe: Ubung und Vertiefung des Gelernten

endtigt: L1 OH-Projektor bzw. Beamer/Whiteboard

> Die Abkiirzung ,GPS” steht fiir ,Global Positioning System”.

104 RAADbits Mathematik September 2020
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Streckenberechnung im Koordinatensystem M1

Aufgabe 1: Streckenberechnung im Koordinatensystem
Das kartesische Koordinatensystem im R* bzw. R” ist das metrische Bezugssystem fir die Veror-
tung von Punkten und die Beschreibung ihrer Beziehungen. Wir beziehen uns auf den I. Quadrant
bzw. I. Oktanten eines Koordinatensystems, in dem 1 ¢cm =10 km entspricht (MaBstab 1:100 000).
a) Fir die Punkte A —E wurden folgende Koordinaten in der Ebene ermittelt:
A(111), B(315), C(512), D(718), E(919).
Zeichnen Sie die Punkte in ein Koordinatensystem und verbinden Sie die Punk
Strecken- bzw. Polygonzug.
Berechnen Sie aus den Koordinaten die Strecken AE (,Luftlinie”) und
A_B, B_C, C_D, DE als ,euklidische Distanzen” sowie die Gesamtstrecke AB+...+
Wie grol§ ist der Unterschied zwischen Luftlinie und Streckensumme i
b) Die Strecke verlduft tiber einen Hohenzug mit den dreidimensional
A(11111), B(31514), C(51216), D(71813), E(91911).
Berechnen Sie die Einzelstrecken AB, BC, CD, DE sowie die G

als Interpolationskurve, berechnen Sie deren Lan gebnis mit der
Streckensumme AB +BC.

Aufgabe 2 (Hausaufgabe)
Jede Messung birgt Ungenauigkeitsrisiken: z.B. Ab ler, ungenaue Peilung, Sichtbeeintrachti-
gungen. Die 5-malige Messung einer Strecke ergab folge
80,91 m; 80,94 m; 80,90 m; 80,92
Welcher Wert kommt dem tatsachliche

Aufgabe 3 (Hausaufgabe)
Auch fir die eigene Verkehgg
Ein Fahrzeug bewegt an

@ v (km/h)

30

70

5

120

a) Welche Einzelstrecken s, und welche Gesamtstrecke s werden zuriickgelegt?
b) Mit welcher Durchschnittsgeschwindigkeit v durchfdhrt das Fahrzeug die Gesamtstrecke?

104 RAAbits Mathematik September 2020
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M2

Streckenmessung mit technischen Hilfsmitteln

Die technische Durchfiihrung der Vermessung kann auf herkdmmliche Weise mit MaRb,

latte und Winkelmesser/Theodolit erfolgen. Heute wird diese Methode kaum noch ange et. Das

Aufgabe 1
Von Punkt A(2[1) aus soll ein StraBenzug angelegt werden. Die vermess
und Winkel (entgegen dem Uhrzeigersinn, x-Achse = 0°) betrugen:

Punkt Strecke in km Winkel
A
AB=2
B
BC=3
C
(D=4,
D
DE = 3¢
E

Zeichnen Sie den Strecke cm21 km) und berechnen Sie die Koordinaten der

Punkte B, C, D, E.

ig¥nometrischen Hohenmessung eingesetzt. Die Vermessung einer
it den Koordinaten $(0,110,510,2) km tiber NN aus zum Zielpunkt
nde Ergebnisse geliefert:

ittrecke s'=SG = 1800 m.
30° in Richtung Nordwest. Zeichnen Sie die Draufsicht in der x,x, - Ebene
ie die Koordinaten des Gipfelpunktes.

windigkeit ist mit ¢, =299 792,5 km/s eine Naturkonstante. Dies gilt aber nur im Va-
kuum. In der Realitat beeintrachtigen Luftschichtdichte, Temperatur, Nebel, Stoffdichte (Wasser, Glas)
die Geschwindigkeit des durchdringenden Lichtstrahls. Solche Einfliisse werden mit dem Brechungs-
dex n berticksichtigt, sodass als tatsachliche Lichtgeschwindigkeit ¢ = ¢, /n anzusetzen ist.
it welchem Wert c (km/s) miissen technische Systeme rechnen, wenn fiir den Brechungsindex im
Medium Luft n=1,000292 anzusetzen ist?

104 RAADbits Mathematik September 2020
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Streckenberechnung mit GPS M3

Streckenberechnung mit GPS (Global Positioning System)

Globale und lokale Vermessung und Navigation werden auf Satellitensysteme wie das GPS (Global
Positioning System, siehe Anhang 2 auf CD-ROM 79) gestitzt. Sie dienen auch der Erstellung sog
digitaler Karten, die zur Landvermessung, Positionsbestimmung und Navigation/Routenplanu#g
eingesetzt werden. Der Informationsaustausch erfolgt bei diesen Systemen iiber Funksignale mit
Lichtgeschwindigkeit ¢, =299 792,5 km/s.

(300 W C .~
3 routes
,,»/

© Peter Dazeley/The Image Bank, Getty Im

Folgende Aufgabe soll zum
Hinweis:
Losen Sie diese Aufga

Aufgabe
a) Ei i bsich i ; Hohe senkrecht tiber Kontrollpunkt A auf der Erde. Wie
kt A befindet sich ein Punkt B, dessen Signal hin und zurlck
vernachldssigt werden.

ellen von S breiten sich kugelférmig aus und bilden da, wo die Funkwellen den Glo-
talt vorausgesetzt) streifen, einen ,Tangentialkegel” T iber dem Globus. Welchen
Durchmes at der Tangentialkegel und welcher Teil der Erdoberflache in km? und % wird von

T ,bestrichen”?
Der Erdradius betragt gerundet 6371 km. Der Satellit steht senkrecht Giber der Erde.

104 RAAbits Mathematik September 2020
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Grundbegriffe der Graphentheorie

Grundbegriffe der Graphentheorie
Ein Graph besteht aus (mehreren) Knoten P ,ie{1,2,..,n} und Kantenk; ,ie{1,2,...,
Hinweis:

Die Knoten P, werden auch als Knotenpunkte oder Ecken bezeichnet. Man nennt
ten auch die Menge der Elemente erster Art.

Die Knoten konnen Landschaftselemente, z.B. Ortschaften, Kreuzungen,
Punkte etc., reprasentieren.

Kanten k; sind die Verbindungen zwischen den Knoten: z. B verbind
ten P, und P, miteinander. Die Kanten reprdsentieren in der Realitd
Kandle, Schienen etc. Sie ergeben die Menge der Elemente zwei
Richtung der Kante spielt keine Rolle, dann liegt ein sog. ungeri ) raph wird
durch seine Beziehungen zwischen Knoten und Kanten b
Wir betrachten nur ungerichtete Graphen.

Ein einfaches Beispiel fiir einen ungerichteten G n und k=2 Kanten ist hier

abgebildet.

@ SP)
()

Grafik: Dr. W. Zettlmeier

Graphenanalyse anha

Auf der Farbfolie M 6 se ausschnitt aus Mittelhessen mit 8 Knoten und den

Entfernungen zwischen einZ&g Knoten &Quelle: ADAC-StralBenatlas 2008/09, S. 117). Dieser Kar-
i ! Shen transformiert. An seinem Beispiel erarbeiten Sie sich wichtige

vertung von Graphen:

enhdngender Kanten, bei der jede Kante {iber Knoten mit an-

. Ein Kantenzug hat einen Anfangs- und einen Endknoten. Gilt:

= Endknoten, so bildet der Kantenzug einen ,Kreis”.

enn eine Kante mit einem Merkmal, in der Regel mit der Kantenldange

ichtet” wird.

angsmatrix: Matrix, in der die Entfernungen zwischen den Knoten (Kantenldngen) als
Matrix abgebildet werden.

104 RAADbits Mathematik September 2020
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Abbildung von Streckennetzen mithilfe von Graphen M5

Aufgabe 1

Die Komplexitat eines Graphen hangt wesentlich von der Anzahl der Knoten und den zwischen

ihnen moglichen Kanten ab. Um ein MaR fiir die mogliche Komplexitdt eines Graphen zu erhalten

berechnenSieflirn =1, n=2,n=5n =10undn = 20

a) die minimale Kantenzahl m fiir einen zusammenhangenden Graphen, in dem jeder Knoten ge-
nau einmal erreicht werden soll, und

b) die maximale Kantenzahl m fiir einen zusammenhangenden Graphen, wenn jeder
jedem Knoten verbunden sein soll.

¢) Geben Sie fiir a) und b) die Formeln zur Kantenberechnung an.

Graphenanalyse anhand eines Fallbeispiels
Sie sehen auf der Farbfolie M 6 einen Kartenausschnitt aus Mittelhesse
werden in einer Tabelle erfasst. (Bei groRen Graphen werden di )= ubersicht-

licher mit durchgezahlt.)

Entfernung (in km, ADAC-BundesstraRen)

Von: Nach: Entfernung
A Colbe B 16 k
A D 13 km

B Améneburg

C Kirchhain

C

D Halsdorf

Darstellung = 8 Knoten A,...,H als ungerichteter Graph (der Graph ist keine maRstabliche
Ahnlichkeitsabbildung wie eine Karte, da im Graphen keine Héhenwege, Serpentinen, Kurven ...
erscheinen!).

104 RAAbits Mathematik September 2020
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Aufgabe 2
Folgende Knotendarstellung ist Arbeitsgrundlage (nicht maRstablich):

0@

Grafik: Dr. W. Zettlmeier

Zeichnen Sie folgende j§ 0 AD, CG, EF.

© RAABE 2020

Zeichnen Sie:
i) den vollstan®
ii) ein GerUst,

aintenldnge zwischen Knoten i und Knoten j, d.h., Knoten i und Knoten j sind be-

(adjazent).

%: Kantenldnge symbolisch oo, wenn zwischen Knoten i und Knoten j keine Verbindung
besteht. (Diese Darstellung ist bei der Routenplanung vorteilhaft.)

— D ist durch den Graphen G bis auf die Reihenfolge der Zeilen und Spalten eindeutig be-
stimmt. Diese Matrix ist eine Grundlage fiir die Entwicklung von computergestiitzten Losun-
gen fiir Graphen und Routenplanungen.

104 RAADbits Mathematik September 2020
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Mé6

Graphenanalyse anhand eines Fallbeispiels

8 Todeghaué n
ch els M insinge

N Anzefahrt 8
[T, g
w R

mmﬁ
R imhenst

ehrbach

Ausschnitt aus: Der Groﬁe ADAC AutoAtlas 2009/10, S. 162. © MairDumont,

Grafik: Dr.

104 RAAbits Mathematik September 2020
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M7

Routenplanung/Modellierung eines Navigationssystem

Aufgabe 1
Stadte, Berge, Flisse, StraRen sind das reale Umfeld, in dem sich eine Person oder

Route bilden, legen Sie zundchst eine
der ersten Zeile die Knoten des Graphs
erste Spalte wird dann nach und
je nach Fortschritt bei der Ermi
malen Route.

OA | 4A 2,A

i) Von Knoten zu Knoten

© RAABE 2020

Grafik: Dr. W. Zettlmeier
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b) Anderung: SeiBC=3und CD=4.

Grafik: Dr. W. Zettlmeier

Aufgabe 3
Gegeben ist der ungerichtete, zusammenhdngende Graph:

Grafik: Dr. W. Zettlmeier

104 RAAbits Mathematik September 2020



RAABE

KLASSE SCHULE

Der RAABE Webshop:
Schnell, iibersichtlich, sicher!

ssssssssssss

Innovative Unterrichts-
materialien & Praxishilfen
fur Lehrer & Schulleiter

> RAABE TOPSELLER

AAAAA

Ich suche ...

Wir bieten lhnen:

rIQ Schnelle und intuitive Produktsuche @ Ubersichtliches Kundenkonto

I ' Komfortable Nutzung tiber E@] Hohere Sicherheit durch
E —

Computer, Tablet und Smartphone SSL-Verschlusselung

Mehr unter: www.raabe.de


www.raabe.de

	www.raabe.de
	Unbenannt

