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Analysis

Wachstumsvorgange — lineare, exponentielle,
beschrankte und logistische Prozesse verstehen

Ein Beitrag von Florian Borges
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In der Natur und vielen and e iCRR gibt es Wachstumsvorgdnge, die in mathemati-
sche Modelle ibersetzt € X . i fitrag werden die wichtigsten Wachstumsmo-
delle, lineares, expong®elles, besalrdaktas und ¥gistisches Wachstum, gegeniibergestellt.
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Unterrichtsstunden

eares, exponentielles, beschranktes, logistisches Wachstum
athematisch modellieren (K3); mathematische Darstellungen

verwenden (K4); mit den symbolischen, formalen und technischen

Elementen der Mathematik umgehen (K5)
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Auf einen Blick

Ab = Arbeitsblatt; Bi = Bildimpuls; Lek = Lernerfolgskontrolle

M2 (Ab) Lineares Wachstum

M3 Exponentielles Wachstum
M 4 Beschranktes Wachstum
M5 (Ab) Logistisches Wachstum
M6 (Ab) Vergiftetes Wachstum
M7 (Ab) Kontinuierliche Verzinsu
M8 (Ab) Ergdnzung: Feste Rate

Ubung
M9 (Lek) Fit fur d
Erklarung zu Diff; ierungssymbo

Tauchen f, sind die Materialien differenziert. Es gibt drei
iveaustuferf@obei nicht jede Niveaustufe extra ausgewiesen wird.
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Einstieg
M1 (Bi Wachstum — welches mathematische Modell passt?,
Erarbeitung ‘
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Dieses Symbol markiert Zusatzaufgaben.

@ Dieses Symbol markiert alternative Moglichkeiten.
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Wachstum — welches mathematische Modell passt?
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Beschranktes Wachstum

Heizt man den Backofen von Raumtemperatur B(0) = 20 °C auf 180 °C ein, dann steigt di

als das Geld auf dem Bankkonto wird sie aber nicht beliebig weiterwachsen. Je
noch vorhanden ist (man nennt das ,Sattigungsmanko” M(t) = S - B(t)), umso

https://raabe.click/ der Sattigungsschranke S.
ma-beschrénkt Fiir die Ableitung gilt mit Kettenregel B'(t)=a-Inb-b™

Schnelleres Wachstum gibt es bei groRerem b!

Beschranktes Wachstum Beschrankter 28fall

B(t)=S—a-b™' mit a=S—B(0) und b>1 B(t)=Saa-b™" S+B(0)
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g(x)=20+80-2""

(z.B. auf 20 Grad abkiihlender Tee)

h einer Woche sind 353 Gerdte verkauft.
ann 1000 bzw. 1900 Gerdte verkauft sind, wenn man begrenztes Wachstum vor-
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Mé6

Vergiftetes Wachstum

Bei diesem Wachstumsmodell liegt ein geschlossenes System vor, in dem bei wachsend
auch Hemmstoffe (z.B. ein Gift) zunehmen, die letztlich den zeitabhdngigen Wachstu
beeinflussen, dass die Population gegen null strebt und damit ausstirbt.

Beispielsweise finden wir beim Bierbrauen vergiftetes Wachstum: Die Hefe wa

selprodukten. .
kt—=ct?
Die Funktionsgleichung lautet B(t)=B(0)-e 2 mit dem ,wirksa

Beispielgraph:
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e Wachglumsfunktion B(t) mit Anfangsbestand B(0) = 2, zu be-
r k und ebenfalls gesuchtem Vergiftungsfaktor c so, dass der Ma-

en Sie die Zahl der Erkrankten zu Beginn der Epidemie und welchen Maximalwert die
Anzahl der Erkrankten im Verlauf erreicht.

b) Zeichnen Sie den Graphen.
Beschreiben Sie die Situation an den Wendepunkten.
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Fit fiir den Abschlusstest? M9

Aufgabe 1
Anfangs 400 Erreger von Cholera werden in eine Nahrlosung gegeben und vermehren sich exponen-
tiell binnen 2 Stunden auf 32.000.

a) Geben Sie die Funktion an, die die Anzahl f(t) der Erreger nach der Zeit t beschreibt.
b) Berechnen Sie die Anzahl der Erreger nach 6 Stunden.

¢) Bestimmen Sie die Wachstumsgeschwindigkeiten nach 1, 2 und 3 Stunden.
d) Begriinden Sie, warum im Sachzusammenhang f(1000) kein sinnvolles Ergebnis liefern

Aufgabe 2

Eine Population wird durch die logistische Funktion B(t) :% beschriebe
+

’

Zeichnen Sie den Graphen und bestimmen Sie grafisch (etwa mit der ,Zgom”-Fu von Geo-
Gebra) den Zeitpunkt des groBten Anstiegs.

Berechnen Sie die Gr6i3e der Anfangspopulation und die Sattigungsgrenze.

Aufgabe 3
HeiRer Tee von zundchst 85 °C kiihlt nach und nach ab auf Rau
hat er noch 60 °C.

Berechnen Sie, wann er gerade die angenehme Trinkt

atur von 40 °C hat.

Aufgabe 4

Die (Parameter-)Funktion f,(x)=a-e> be
f,(x)=a-e™ dagegen vergiftetes Wachstum.
a) Zeigen Sie, dass beim exponentiellen Wachstum

chstum, die Funktion

ion und Anderungsrate proportional

zueinander sind (also fl—(x) =con
f,(x)

b) Zeigen Sie, dass beim vergifteten Wa ate g wie bei exponentiellem Wachs-

f'(x)

rtional mit der Zeit, also ——==g—s-t wdchst.

f(x)

tum konstant ist, die Sterberate s aber pr

Aufgabe 5
Krosus leiht Armdran 5 e rnativen zur Riickzahlung an: 20 mtl. Raten je 30 €
oder 30 Raten je 20 €. Vergle ie qualitativ die Tilgungspldane und beraten Sie Armdran!

Hein wirf ich 10 € in sein Sparschwein, Justus zahlt dagegen 10 Jahre lang
o0 (und lasst jeweils gleich Zinsen gutschreiben!), das jahrlich 6 %
el einen Sparplan fiir Justus an und vergleichen Sie sein Schluss-
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