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11.B.27

Lineare Algebra und analytische Geometrie

Koordinatengeometrie im Raum — Wie
bekommt man Kugeln optimal verpackt?

Glinther Weber

geometrische Form einer weist? Mit §8 Methoden der analytischen Geometrie untersu-
chen die Lernenden die ,
auf einen Tetraeder . | e von Geraden- und Ebenengleichungen sowie der
Schnittpunktbestimmung e &0jekte wird der prozentuale Anteil des Produkts an
der Verpackung bestimmt.

LearningApps -
a‘ interaktive Lernbausteine
k.l

—4 Unterrichtsstunden
Koordinatengeometrie im Raum; Schnittpunktbestimmung;
Geradengleichung; Ebenengleichung

Probleme mathematisch losen (K2), mathematisch modellieren
(K3), mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen (K5)
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Auf einen Blick

Ab: Arbeitsblatt; Tk: Tippkarte
Planung fir 3—4 Stunden

Erarbeitung
Thema: Verpackung kugelformiger Gegenstande
M 1 (Ab) Verpackung gleich groBBer Kugeln
M 2 (Ab) Verpackung von Kugeln unterschiedlicherroRe
M 3 (Tk) Tippkarte: Tetraeder
M 4 (Ab) Kugeln in einer pyramidenférmigen Verpa
Benotigt: L1 GTR oder CAS
[l Geogebra
[J Tabellenkalkulation, z i
Losung

Die Losungen zu den Materialien finden Sie

Minimalplan

Die Zeit ist knapp? R . ie di tseinheit fiir drei Stunden mit den folgenden
Materialien:

M 1 (Ab) & er Kugeln

M 2 (Ab) - geln unterschiedlicher GroRe

M 4 (Ab) Kugeln in einer pyramidenférmigen Verpackung

ieses Symbol markiert differenziertes Material. Wenn nicht anders ausgewiesen, be-
finden sich die Materialien auf mittlerem Niveau.

schwieriges Niveau

Zusatzaufgaben

einfaches Niveau @ mittleres Niveau @
@ Alternative Internetrecherche
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Verpackung gleich groBer Kugeln M1

Aufgabe 1

Ein Wiirfel liegt im 1. Oktanten eines Koordinatensystems;
eine Raumdiagonale verlduft vom Punkt A(01010) bis zum
Punkt G(10110110) (siehe Abbildung).

Bestimmen Sie die Koordinaten der tbrigen Eckpunkte des
Wiirfels.

Aufgabe 2
In dem Wiirfel liegt eine Kugel mit dem Radius 1,5 LE. Diese
Kugel liegt auf der Grundflache ABCD des Wiirfels.

Die Kugel wird auf der Grundfldche hin und her bewegt.

a) Bestimmen Sie die GréRe der Flache, auf der sich die
Kugel auf der Grundflache bewegen kann, sowie die
Lange der Linie, auf der die Berlihrpunkte der Kugel mit
den Seitenflachen des Wiirfels liegen.

b) Der Radius r und somit auch die GréBe der Kugel seien jetz
geblasen oder herausgelassen werden kann. Bestimmen
GroRe der Fldche, auf der sich die Kugel auf der Grun
diesen Fall auBerdem die Lange der ,Beriihrungslinj

Aufgabe 3
Es sollen 20 Kugeln mit dem Radius r=3cm

b) Begriinden Sie, dass der prozentua erpacking aus Aufgabenteil 3a) gleich ist.

Aufgabe 4

Es sollen 7 Kugeln mit derg

werden, wobei die Kuge erpackt werden
(siehe Abbildung).

Bestimmen Sie den proz€& e cswewumens der Kugeln bez.

on die Verpackungsmafe minimal
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M 2 Verpackung von Kugeln unterschiedlicher GroRe

Aufgabe 1

Die nebenstehende Abbildung zeigt eine
Kugel, die auf der xy-Koordinatenebene liegt
sowie die xz- und yz-Koordinatenebene be-
rihrt.

Bestimmen Sie den Mittelpunkt der Kugel,
wenn der Radius r betrdgt. Geben Sie eine
Ortslinie fiir die Mittelpunkte abhangig vom
Radius r an.

Aufgabe 2
In einer wiirfelférmigen Verpackung mit der
Kantenldnge 10 cm liegt eine Kugel mit dem Radius
5 c¢m. (Die Kugel liegt im 1. Oktanten; siehe neben-
stehende Abbildung).
Der Hohlraum zwischen der Kugel und der
ckung soll an den Eckpunkten der Verpackung
8 kleinere Kugeln aufgefiillt werden.
a) Bestimmen Sie die Mittelpunkte
moglichen Radius der kleineren Kugeln.
b) Berechnen Sie, wie viel Proz
des Wiirfels die 9 Kugeln e}

© RAABE 2023

Aufgabe 3

Es wird weiterhin ein

betrachtet. Um ein Ei gen Verpa
ckung zu erschweren, wé Wiirfels von

den Kantenmitten der Gruny§ Eckpunkten der
j m von gleichschenkligen
chende Abbildung).
Leingeschrankten”

Sie, wie viel Prozent des Volumens des
kten” Wiirfels von der Kugel eingenommen

: eller der abgeanderten Verpackung behauptet, dass der Wirfel an den unteren Eck-
punkten 2,5 cm eingedriickt werden kann, ohne dass die Kugel beschadigt wird. Uberpriifen
Sie diese Behauptung rechnerisch.

Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse mithilfe der LearningApp ,Verpackung kugelférmiger Gegen-
stande (I https://learningapps.org/display?v=prh9xcdn523
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Tippkarte: Tetraeder M3

Die Oberfldche des Tetraeders besteht aus vier gleichseitigen Drei-
ecken. Ist das Dreieck ABC die gleichseitige Grundflache des Tetra-
eders, so trifft das Lot von der Spitze im Punkt D die Grundflache im
Schwerpunkt S der Grundflache. Der Schwerpunkt S teilt die Seiten-
halbierenden im Verhdltnis2:1. L
Im gleichseitigen Dreieck fallen die Hohen, die Seitenhalbierenden,
die Mittelsenkrechten und die Winkelhalbierenden zusammen.

Berechnung von Hohe und Flacheninhalt im gleichseitigen Dreieck

Das Grundflachendreieck ABC wird durch Der Flacheninhalt eines Dreie
die Seitenhalbierende/Hohe in zwei kongru- Grundseite g und der Hp
ente rechtwinklige Dreiecke geteilt. Ist a die
Kantenldnge des Tetraeders, so erhdlt man

mit dem Satz des Pythagoras, angewendet

auf das Teildreieck ABM

2
[ij +h?=2°
2

Berechnung der Hohe im Tetraede

Der Schwerpunkt S teilt die SeitenhalD

\/rs\zgh:;gf:gﬁ

is 2 :1; somit ist

k ASD an, so gilt:

D(x, 1Y, 12,), so hat der Schwerpunkt S des Tetraeders die Koordinaten

S(xA+xB+xc+xD YatYe +Ye +Yo |zA+zB+zc+sz

4 4 4
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