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Analysis

Einfilhrung in die Analysis

Kerstin Langer

Vs y
4
3
2 2
1 1
——————t——t et ———— > }
5 04 03 2 4 12 3 4 5 1
4 X
2
3
4
5
Vs Vs
4 4
3 3
2 — 2
1 ~
]
, S
5 4 3 2 A4 12 3 4 5 S
4 —~
=
o~
2 g
3 pe
€
4
S
5 O

Mit dieser Einheit konnen Sie direkt in den |I atikunt€rricht der Oberstufe einsteigen. Mit die-

sem Material gelingt Ihne g von der Mittelstufe zur Oberstufenmathematik.
Ihre Lernenden frischen gt : i auf und erwerben gleichzeitig ein kompaktes
arten Sie und Ihre Klasse optimal vorbereitet in

k.11
Unterrichtsstunden (Minimalplan 2)

athematische Darstellungen verwenden (K4), mit symbolischen,
formalen und technischen Elementen der Mathematik umgehen
(K5), kommunizieren (K6)

Losen von Gleichungen; Zeichnen von Funktionsgraphen; Schnitt-
punktbestimmung von Funktionsgraphen; Symmetrie; Monoton-
ieverhalten
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Didaktisch-methodische Hinweise

gebenenfalls.
Diese Unterrichtseinheit bietet Ihren Lernenden zum Start in die Oberstuten
schlagewerk zu den wichtigsten Analysis-Themen aus der Mittelst
darf und der zur Verfiigung stehenden Zeit der Lerngruppe zum ei

standigen Durch
geben oder die einzelnen Kapitel im Unterricht besprechen. Fiialle Abschnitte gibt es
Beispiele mit einer ausfiihrlichen, kommentierten Rechnung. Di

kein Taschenrechner erforderlich ist, daher sollten die Ler

Um was geht es inhaltlich?
Die Unterrichtseinheit tragt die wichtigsten An i ittelstufe zusammen und
bildet den Einstieg in die Oberstufenmathema
Enthalten sind folgende Themen:
+ Funktionsbegriff
- Klassifizierung von Funktionen
« Darstellung von Funktionen durch Wert
+ Schnittpunktbestimmung vo i it den Achsen sowie von Funktionsgraphen
untereinander
+  Symmetrie
« Monotonie

5 nicht né
icher die Lernenden sich gefiihlt haben.

um die Abfrage des reinen Fachwissens, sondern auch

gwits in M 2 legt die Grundlage fur die weitere Arbeit. Oft wissen die
Funktionen ,irgendwas mit f sind“. Hier wird eine Funktion anschaulich be-

en von Geraden und Parabeln gehen M 7 und M 8 ein.
Das Kapitel der Schnittpunktbestimmung beginnt mit dem y-Achsenabschnitt in M 9. Einen gro-
Ben Raum nimmt die Nullstellenberechnung in M 10 ein, da Lernende regelmaRig an den in der

ittelstufe eingeflihrten Verfahren zur Losung von Gleichungen scheitern. Dieses Kapitel greift

her noch einmal samtliche wichtige Verfahren wie quadratische Erganzung, Faktorisieren und
Substitution auf. Es bietet sich an, alle Aufgaben mit Rechenweg durchzuarbeiten oder zumindest
die Musterlosungen zur Verfigung zu stellen. Zu jeder Aufgabe ist der Funktionsgraph dargestellt,
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Auf einen Blick

Planung fiir 12 Stunden

Einstieg

Thema: Selbsteinschatzung zum Wissensstand

M1 Was wissen Sie noch aus der Mittelstufe?

Uberblick und Ubung

Thema: Funktionsbegriff und Klassifizier

M2 Der Funktionsbegriff im Uberblick

M3 Aufgaben zum Funktionsbgfmi

M4 Funktionen klassifizier

Thema: Darstellung von Funkt

M5 Darstellung vo ktionen im Uberblick

M6 Aufgaben zu Dars von Funkig

M7 Q
o

M8 o
2

Thema: ©

M9 se: y-Achsenabschnitt

M10

M11 tionsgraphen im Uberblick

M12

Thema:

M13 agten von Funktionen: Symmetrie

zur Symmetrie
Eigenschaften von Funktionen: Monotonie

LernerfolgS@ntrolle

116

Schriftliche Leistungskontrolle

Minimalplan
e Zeit ist knapp? Dann geben Sie die Materialien (gegebenenfalls mit Losungen) zum eigen-

standigen Arbeiten aus. In diesem Fall sollten Sie mindestens eine Stunde fiir die Klarung von Riick-
fragen einplanen.
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Was wissen Sie noch aus der Mittelstufe? M1

Die folgenden Fragen umreil3en die wichtigsten Aspekte aus der Mittelstufenmathematik, die Sie
fur eine erfolgreiche Mitarbeit in der Analysis der Oberstufe beherrschen missen.

[z

a) Was ist eine Funktion?

b) Was versteht man unter Defini-
tions- und Wertebereich einer
Funktion?

c) Was bedeutet die Schreibweise
f(3)=8?

d) Was ist eine lineare Funktion?

e) Wie sieht der Funktionsgraph
einer linearen Funktion aus?

f) Wasist eine quadratische
Funktion?

g) Wie sieht der Funktionsgraph
einer quadratischen Funktion aus?

h) Wie stellt man eine Wertetabell
auf?

i) Wie tiberpriift man, ob ein Punkt
auf einem Funktionsgraphen

liegt?

j)  Wie zeichnet ine Gerad
ein Koordinaten-s I
Geradengleichung geg ?

pg-Formel?

122 RAAbits Mathematik Marz 2025
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Der Funktionsbegriff im Uberblick M 2

Allgemeine Definition
Eine Funktion ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Element aus einer Menge D genau ein Ele-
ment aus einer Menge W zuordnet.

D nennt man Definitionsbereich und W Wertebereich, dabei handelt es sich meist um die reell
Zahlen oder Teilmengen davon.

D w D W

Grafik: Kerstin Langer Grafik: Kerstin Langer

Funktion Funktion
(jedem Element aus D wird (jedem Element aus D wird (einem Element

werd leme

genau ein Elementaus W genau ein Element aus W
zugeordnet) zugeordnet)

Anschauliche Vorstellung einer Funktion
Wir kdnnen uns eine Funktion als eine Eingabe-A
Regeln aus jeder Eingabe-Zahl eine Ausgabe-

ie nach bestimmten

Eingabe-Zahlen ‘ ‘ Funktion

uss nicht immer f heiRen. Es gibt auch g, h, K, A, s, v, ...

Man kann V¥ der Eingangs-Zahl auf die Ausgangs-Zahl schlieBen. Die Umkehrung gilt nicht,

man kann also von der Ausgangszahl nicht immer auf die Eingangszahl schlieRen.

Beispiel: Eingabe-Zahl e, Ausgabe-Zahl 3, Funktion fix) = x> - 1
fle=e?-1=3e?=4=>e=2Ve=-2

122 RAAbits Mathematik Marz 2025
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M3

Aufgaben zum Funktionsbegriff

Aufgabe 1

UberpriifenSie, ob es sich bei den folgenden Beispielen um eine Funktion handelt, un riinden

Sie lhre Entscheidung:

a)
b)
)
d)
e)
f)

Aufgabe 2
Erkldren Sie in mathematischer Sprache, was eine Funkti

Aufgabe 3
Beschreiben Sie ein anschauliches Beispiel, wie

Aufgabe 4
FormulierenSie in mathematischer Kurzs

a)
b)

)

Jedem Menschen wird eine KdrpergroRe zugeordnet.
Jedem Rechteck mit einem Fldcheninhalt von 24 cm? wird eine Seitenlange zugeor
Jedem Artikel im Supermarkt wird ein Preis zugeordnet.

Jeder Note in der Matheklausur wird eine Punktzahl zugeordnet.
Jedem WhatsApp-Account wird eine Telefonnummer zugeordnet
Jeder natiirlichen Zahl wird die Anzahl ihrer Teiler zugeordnet

Die Funktion f ordnet der Zahl 3 di
Die Funktion g nimmt an der Stelle 5 de
An der Stelle 3 betragt der F

lle, an der die Funktion g den Funktionswert 1 annimmt.
ie die Stelle, an der der Funktionswert der Funktion g 5 betragt.

die Funktion h(t) = 2 — 2t + 16.

Berechnen Sie h(0), h(2) und h(-1).

122 RAADbits Mathematik Marz 2025
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M5

v

Darstellung von Funktionen im Uberblick

Funktionen werden oft mit Hilfe ihres Funktionsgraphen dargestellt, manchmal reichtgber
eine Wertetabelle aus.

Wertetabelle
Um sich einen groben Uberblick tiber die Wirkung einer Funktion zu verschaffen, beispi
welchen Stellen ein bestimmter Funktionswert angenommen wird, kan
aufstellen. Jede Funktion lasst sich mit Hilfe einer Wertetabelle darstellen:
Wertetabelle wahlt man sich eine geeignete Anzahl von x-Werte
Funktionsterms die zugehérigen Funktionswerte f(x).

Beispiel:

Ein Ball wird senkrecht nach oben geworfen. Fiir seine Hohe h(
h(t) = 15t — 3t2. Nach welcher Zeit hat der Ball seinen hochgten Pu

tins 0

h(t)inm 0

© RAABE 2025

Die Funktionsgraphen, m an haben, bestehen meist aus unendlich vielen Punk-

ten.
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Beispielfortsetzung:

201h(t)in m 201h(tyin m

18 18

16 16

14 14

12 12

10 10

8 8

6 6

4 4

2 2

J tins
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2
Grafik: Kerstin Langer Grafik: Kerstin Langer

Hinweis:

Die Genauigkeit der Zeichnung hangt von der gewdhlten Sch
Merkmale verloren, so dass wir nur einen ungefahren Veglauf
giltinsbesondere, wenn wir die Punkte mit dem Lineal
Verfahren kennenlernen, um diese charakteristischen Punk
Beispiel:

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 0,1x° -

x | =5 | -4 | -3

flx) | -25 | 16

Im nachsten Schritt wirdda O & Yichnet. Der Bereich auf der x-Achse ergibt sich
durch die Aufgabens eeichauf d Achse aus der Wertetabelle.
Danach werden die Punk goper Hand verbunden.

5 -4 3 2 1 0 1 2 3 4 S X
-1
-2
3 =3
o o
4 -4
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Punkte auf dem Funktionsgraphen

Fall 1:

P(x,I?) liegt auf dem Funktionsgraphen. Gesucht ist die y-Koordinate.

Zu berechnen ist y, = f(x,).

Beispiel: f(x) = x* - 2x + 5. Bestimmen Sie die y-Koordinate von P(3|?),
f(3)=32-2.345=9-6+5=8
P(318)

Fall 2:

P(?ly,) liegt auf dem Funktionsgraphen. Gesucht ist die x-K
Zu berechnen ist x, aus y, = f(x,).
Beispiel: f(x) = x* = 4x + 4. Bestimmen Sie die x-Koordj
flx)=x*—4x+4=9
(x=2)2=9
Ix-2[=3
x—2=3
x=5 VvV
P.(519)

1

n P(2|9).

Fall 3:

Liegt P(x,ly,) auf dem Funktions
Zu iiberpriifen ist, ob f(x,) = y,

fi=3-2-
f(3)=3-3-2=9-2=

t nicht auf Gf
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Zeichnen von Parabeln

Fur das Zeichnen von Parabeln (Funktionsgraph einer quadratischen Funktion) gibt es ebenfalls
eine Alternative zu einer normalen Wertetabelle. Diese sorgt dafiir, dass wir den charakteristischen
Punkt der Parabel, den Scheitelpunkt, richtig einzeichnen.

Zur Erinnerung: Aus der Mittelstufe kennen wir Parabelgleichungen
y=alx-d?+e bzw. y=ax*+bx+c

Scheitelpunktform Normalform

Dabei haben die Koeffizienten folgende Bedeutung:
a: Streckfaktor

lal >1 Parabel gestreckt
0<lal<1 Parabel gestaucht
a<o Parabel nach unten gedffnet

¢: y-Achsenabschnitt
d: x-Koordinate des Scheitelpunkts
e: y-Koordinate des Scheitelpunkts

Liegt die Parabelgleichung in Scheitelpunktform vor, so kan
legen. Liegt sie in der Normalform vor, muss man zuna

geht man aus und zeichnet die ganzzahligen reckfaktors a ein. Diese

werden im Anschluss per Hand verbunden.

S(dle)

Aufgabe
ishnen Sie@lgende Parabeln in ein Koordinatensystem.

hre Losung selbststandig mithilfe von GeoGebra.

glx)=2x?-5 h(x) =-3x2+4 k(x) =5x%+1

n(x) =3(x+4)2 -5

m(x) = - (x+3)2+2

122 RAAbits Mathematik Marz 2025
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M9 Schnittpunkte mit der y-Achse: y-Achsenabschnitt

Zur Bestimmung des y-Achsenabschnitts b betrachtet man f an der Stelle x = 0:

flo=b
Anschaulich gesehen ist das der Schnittpunkt mit der y-Achse. Dieser hat die x-Kog
Beispiele:
oy
2
-4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 X
=t
oly )= x—2x+4
6 =02-2-0+4=4

© RAABE 2025

Aufgabe
e enabschnitt von f. Kontrollieren Sie Ihr Ergebnis mit GeoGebra.

b) f(x)=(x
) fix)=x‘-

122 RAADbits Mathematik Marz 2025
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Schnittpunkte mit der x-Achse: Nullstellen 10

Wenn wir die Nullstellen einer Funktion f berechnen, suchen wir die Werte fiir x, fiir die f(x) = 0
ist. Anschaulich bedeutet das, dass wir die Schnittpunkte des Funktionsgraphen mit der x-Achse
suchen. Das sind alle Punkte, die als y-Koordinate 0 haben z. B. N(x|0).

Aufgabe 1
Berechnen Sie die Nullstellen fiir die gegebenen Funktionen und vergleichen Sie lhre Er isse

mit den zugehdrigen Funktionsgraphen.
2
1
0 1 -

O N )
O N )

5 4 3 2 10 /1 2 3 4 5 5 4 3 2\10] 1/ 2 3 4 5
- -1
-2

=3

fx)=3x-2 f) =x2-2;

Yy

SN )

65 -4 -3 -2 10 1

~
-5
fx)=x2+2
5(Y 5 5
4 4
3 3
2 2 2
1 1
X. X.
-5 -3 0 1 3 4 5 % 4 83 22 4 1 3 4 5 5 4 -3 -2 f10 1 3 4 5
1 =1
2 -2
-3 =3 =3:
4 4 4
-5 -5 -5
JO) =X - 4x O =x3-2x ) =x3 - x* - 2x

122 RAAbits Mathematik Marz 2025
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Aufgaben zu Schnittpunkten von Funktionsgraphen

Aufgabe 1
Uberpriifen Sie, ob die Geraden sich schneiden, parallel oder identisch sind. Geben Sie
falls den Schnittpunkt an.

a) g(x)=2x+3;h(x)=—x+9
b) g(x)=5x-3;h(x)=5x+3
) g(x)=-3x+4;h(x)=2x-6

Aufgabe 2
Uberpriifen Sie, ob es sich bei der Geraden um eine Sekante, Tan
Parabel handelt. Geben Sie gegebenenfalls die jeweiligen Schni
a) f(x)=x*—4x+3;g(x)=—x+3

b) f(x)=x2—x-6;g(x)=-2x+6

Q) f(x)=—x*+6x-5;9(x)=2x-1
d) f(x)=4x*+8x+16;g(x)=4x—4

Aufgabe 3
Gesucht ist die Gleichung einer Sekante s dur
die Punkte P(=2[0) und Q(3I5). Schreiben Sie lhr

en Funkai hen VOn f mit f(x) = x? — 4 durch
weg ki entiert auf.

Aufgabe 4
Eine Sekante s mit der Steigung =

ktionsgraphen von f mit f(x) = 2x* + 3 an der
Stelle —1. Bestimmen Sie den it G,. Schreiben Sie Ihren LGsungsweg

kommentiert auf.

Aufgabe 5
Gesucht ist die Gleich
Schreiben Sie lhren Losun®

e Parabel f mit f(x) = (x + 2)> + 2 an der Stelle -3.
auf.

Aufgabe 6

8iden Funktionsgraphen keinen, einen oder zwei Schnittpunkte haben.
dlls die jeweiligen Schnittpunkte an.

-3;9(x)=-x*+4x-3

6; g(x) =—x>+3x

X+8;9(x)=x*—6x+8

4X+4;g(x) =—x>+8x—12

e) f(x)=-3x2+12x-9; g(x) = x*—4x + 10

f) flx)=-5(x—8)*+18;g(x) =x*—2x+5
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Eigenschaften von Funktionen: Symmetrie

Aus der Mittelstufe kennen wir Achsensymmetrie und Punktsymmetrie im Zusammenhang mit

geometrischen Figuren. Beide lassen sich auch auf Funktionsgraphen anwenden und werden uns

eine ganze Weile beschaftigen ...

Voriiberlegung: Spiegelung von Punkten an den Koordinatenachsen

f(—xp) f(xo) A

_XO 0

—X)?=3=-x3+2x*-3
ht achsensymmetrisch

y Achsenspiegelung
Q ist der Spiegelpunkt von P an
Q (—x | f(-x)) P (x | f(x)) . .
Sist der Spiegelpunktvon Pa
R ist der Spiegelpunkt von S
R ist der Spiegelpunkt von Q
Punktspiegelung
R ist der Spiegelpu
R (Cx %)) S0 Sist der Spiegelpunkt vo
Achsensymmetrie Punktsy
Der Graph einer Funktion fist achsensym- er Graph ei ktion fist punktsym-
metrisch zur y-Achse, falls ,falls
fl=x) = fix) = —f(x)
y y
T S

f(=xg) —f(x,) \/

Rechnerische Uberpriifung am Beispiel
flx)=x3-2x
fE=x) = (=3 -2 - (=x) ==x3+ 2x

—fx) =—(x> - 2x) ==X+ 2x
= fl-x) = —f(x), punktsymmetrisch
fix) =x3 - 2x2
f=0=(x)3 - 2 - (=x)?=—x3 - 2x?
—fx) =—(x> - 2x2) =—x3+2x?

= f(=x) 2 —f(x), nicht punktsymmetrisch
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