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GTRICAS

Pmialverteilung, Sigma-Regeln, Prognose- und Konfidenzintervalle, Kon-
fidenzellipse, Naherungsformel und Abschatzung fiir Konfidenzintervalle

en: Probleme mathematisch [6sen (K2), mit symbolischen, formalen und tech-
nischen Elementen der Mathematik umgehen (K5), kommunizieren (Ké)
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Konfidenzintervalle — Hinweise

widerspiegelt. Die befragten Personen einer solchen Umfrage b
probe aus der Gesamtheit aller Wahlberechtigten.

Ahnliche Ergebnisse von stichprobenartigen Umfgfigen gibt es na uch zu anderen

Themen. Fast taglich kann man sie den Medien

© RAABE 2020

vgl. 01005 Prognoseintervalle mit CAS-Rechner (U.6.8; EL 67; Okt. 2020)
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M1 Sigma-Regeln der Binomialverteilung — frischen Si
Wissen auf!

Umgebung des Erwartungswertes liegen.
Ist die ZufallsgroRe X mit den Parametern n und p hi
Erwartungswert p=n-p und ihre Standardab
groRBe n ndherungsweise folgende Intervallwa

k Plu—k-c<X<p+k-o)= o<XZp+k-o)=

1 0,683 0,90

2 0,955 96 0,95

3 0,997 2,5 0,99

Fur alle nachkommenden UnterSghungen’zu Prognose- und Konfidenzintervallen ver-

wenden Sie vorwi ) aherung der Zwei-Sigma-Regel:
Fiir geniigend g erte von n liegen ca. 95 % der Werte einer Binomial-
verteilug g i Umgebung ihres Erwartungswertes.?

roblemlos auf andere Werte von k iibertragen.

2 Haufig test man auch von der Bedingung, dass o > 3 erfiillt sein muss.
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M2  Prognoseintervalle — Wiederholung

die Sicherheitswahrscheinlichkeit fiir das Prognoseintervall an.

n-p—k- \/n p-(1-p) <HZN-p+k-/n-p-(L-p)
J 1-p _H p-(1-p)
JF

<p+k

Wegen H_ h ergibt sich daraus
n

_k.—\/p'(l_p)<h<p+k.M
Jvn

Mit diesen Doppelungleichungen konnen Sie
einer Stichprobe vom Umfang n mj

© RAABE 2020
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@ M3 Binomialverteilung ndherungsweise anwen

Wenn die Anzahl N der Elemente einer hypergeometrisch verteilten Ge:

Aufgabe

1. Im nachstehenden Diagramm (siehe Seite 5) ist das 0-Prognos rvall fir
p = 0,3 und n =100 grafisch dargestellt.
a) Prifen Sie, ob die Darstellung korrekt ist.
b) Ergdnzen Sie die fehlenden Werte in der T,
95 %-Prognoseintervalle mit n =100 u

ie Darstellungen fiir

Wahrscheinlichkeit p 0,0 0,3 0,4

obere Grenze fiir h 0,39
untere Grenze fiir h 0,21
p bezweifeln (h = 0,6)? ja

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik Sek. I/1l
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Diagramm zu Aufgabe 1
11
1
0.9
0.8
0.7
0.6
~0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
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-01 0
=01

=02
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M4  Konfidenzintervalle — eine Einfiihrung

Mit der Sonntagsfrage ermitteln Mei-
nungsforschungsinstitute ~ zwischen
den Wahlen die aktuelle politische

prozent

Stimmung in  Deutschland®. Man
mochte wissen, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit p der Stimmenanteil

cbu/Ccsu

einer Partei in der Gesamtheit aller

Wahlberechtigten in Deutschland vor- 2]
© Dr. W. Zappe

kommt. Der Umfang dieser Gesamt-

heit erlaubt es aber aus Kosten- und Zeitgring#n nicht, diesen durch Befragung

aller Wahlerinnen und Wahler jeden Sonnta eshalb erhebt man eine
Stichprobe von einigen Tausend dieses Pgfsonenkreises und sehatzt die Zustimmung zu
er Stichprobe (Punktschat-

ten auf die Frage ,Welche Partei

einer Partei in der Gesamtheit durch die rela aufig
zung). Fur die relative Haufigkeit z3
wirden Sie wahlen, wenn am komme

Mithilfe der bereits bekann

Sonntag Bundestagswahl ware?” aus.

n Doppelungl ng von Prognoseintervallen fir relative

——p) kann man dann auf ein Intervall

In

Haufigkeiten p —k -

n

relative Haufigkett h

schlieRen, das die unbekannte

o g Wahischeintichkeit p

01 0.2 03 04 05 0.6:07 0.8 09 1.

© Dr. W. Zappe

ww.wahlrecht.de/umfragen/forsa.htm (zuletzt aufgerufen am 30.09.2020) es wurden
onen befragt im Zeitraum vom 11.08 bis 14.08.2020

25
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Die Berechnung des Intervalls fiir p wird mithilfe eines CAS-Rechners sehr einfach

gezogen werden missen. Das sind also genau diejenigen Wahrschei

ren Prognoseintervall die relative Haufigkeit h liegt.

Beispiel — Berechnung eines Konfidenzintervalls
Bei der Sonntagsfrage gaben 900 der 2501 befragten Wahlbe

Vorgehensweise:

Entscheiden, ob das Modell der Binomial-
verteilung zugrunde gelegt werden kann.

, dénn die Befragung
ne Zuriicklegen”,
: ca. 60 Mio. Wahl-

Umfang n der Stichprobe, die relative
figkeit h und den Wert fiir k beziiglich der

Sicherheitswahrscheinlichkeit{ 2

Grenzen des 95 %-Konﬁdenzi
berechnen (am bestead
eine Routine ers

=2501; hzﬂzO,Sé; k=2
2501

:=2501 » 2501

900
hi=—— "+ 0.359856
2501,

k=212
solve%—k- P ALp <p+k- lp (1-7) 2
n n

* 0.3408995p=0.27926

© Dr. W. Zappe

den voll gerundet Das Intervall [0,35; 0,37] Uberdeckt den
eachtung der Richtung der Un- wahren Anteil der CDU/CSU-Wahler unter
zeichen und unter Bezug auf  den Wahlberechtigten in Deutschland auf
den Sachverhalt angeben. | einem Konfidenzniveau von ca. 95 %.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik Sek. I/11
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Beispiel — Konfidenzellipse

Wie kommt man eigentlich zu nebenste-

-
hender Aussage’, die sich auch so lesen FAC1rANK (05.01
Ungefdhr sechs von zehn

lasst, als hatten 62 % aller Amerikaner
(62 %) gaben an, das

diese Meinung geduRert?

Wir diirfen annehmen, dass die Aussage auf
dem Ergebnis einer Umfrage unter einer Auswahl von US-Bii

den, obwohl eigentlich das Modell ,Ziehen ohne Zuri
Angenommen, die Stichprobe hatte einen Umfang v,

wahrscheinlichkeit von 95 % erfiillt, sowohl durc vorigen Beispiel als auch

ellipse”), ermitteln:

flp)=p+2 —uf/(l_l();p) gebildet.

Die Funktionswerte dieser Funk-

tionen geben die untere b . 4
re Grenze zu den Prognosey B(x)=0 62 -l g
vallen an, die zu einer gege .—.
Wahrscheinlichkeit \ (0'52_",9"52’) (0.711,0.62)
: Wahischeinlichkeit p
01 0.2 03 04 05 06 07 0.8 0.9 1.

© Dr. W. Zappe
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Dieser Teil enthalt alle Prognoseintervalle, deren Wahrscheinlichkeiten mit h = 0,
tistisch vertraglich sind. Es gilt ndherungsweise 0,52<p <0,71.
Ergebnis: Das Intervall [0,52; 0,71] (iberdeckt die unbekannte Wahrscheina

te Wahrscheinlichkeit p mit einer Wahrscheinlichkeit v

Aufgaben

@ 2. Beim Wiirfeln unter glei

gen mit einem
is A ,Eine der vier gleich-
tet. Eine theoreti-

© RAABE 2020

ergab sich 109-mal das © Gearstd/
iStock/Getty

Images Plus

Jrobe abgeschatzt werden, wie beliebt eine neue
Zu diesem Zweck werden 120 Zuschauer befragt, von denen
rie regelmaRig einzuschalten.

diesem Sachzusammenhang die Abbildung auf der

Beschrelben Sie, wie Sie das zugehdrige Konfidenzintervall mithilfe der

en Darstellung ermitteln kénnen.
) Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis durch eine Rechnung.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik Sek. I/11
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relative Haufigkert h
T - (1-x) T
0.9 f2(x)=x+2- ——
0.8 120 ="
0.7 .
7S
T el
0.4 2
0.3
02t o
L o Wahischeinlichkei
0.1 02 03 0.4 05 0.6 07 0.8 09 1.

© Dr. W. Zappe

4. Erzeugen Sie auf lhrem CAS-Rechner,

@ Parameter n und k mit Schieberegl
a) Geben Sie die Lange des Konfi

k an, die Sie der unten stehend

b) Experimentieren Sie mit
Auswirkungen einer VergréRe

denzintervalls fiir ej i

¢ Erkldren Sie Ihre Béo

nehmen konnen.
beschreiben Sie die

hrelative Haufigkert h

Wahischeinlichkett p
0.4 05 0.6 0.7 0.8 09 1.
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5. Fir die Umfrage zur Legalisierung von Marihuana, die im Beispiel the
ist, wurden sogar 1754 Personen befragt. Ermitteln Sie fiir diesen

das Ergebnis mit dem Resultat im Beispiel.
6. Das Muster enthalt Kreuze und Punkte. Zdhlen Sie in ein
mindestens vier Karos des Gesamtfeldes umfasst, die A

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik Sek. I/11
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@ 7. Zwei Wochen vor der LandtagSWahl Wen wiirden Sie wéhlen' n
2019 in Thirringen wurden Ergebnisse Sonntag Landtagswahlw.

zweier Umfragen verdffentlicht, die

. Partei
von ARD und ZDF in Auftrag gegeben
. ) CDU
wurden (Ergebnisse siehe nebenste- Die Linke 27
hende Abbildung®). SPD

a) Erldutern Sie, weshalb zwei Um-
fragen zum gleichen Thema und
zur gleichen Zeit zu verschiede-
nen Ergebnissen fiihren kdnnen.

b) Ermitteln Sie rechnerisch fiir
ein Vertrauensniveau von 95 %
die Konfidenzintervalle zu den
Umfrageergebnissen von ZDF
und ARD beziiglich CDU, Linke u
folgenden Aussagen:
— Die Partei ,Die Linke4

Wahrscheinlichkett p
1 0.2 03 04 05 06 0.7 08 0.9 1.

Begriinden Sie, warum die Schwankungsbreiten der Konfidenzintervalle bei
den ,kleineren Parteien” geringer ausfallen als bei den ,groRen Parteien”.

>, Thiirinder Landeszeitung” vom 18.10.2019

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik Sek. I/1l
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L)

© RAABE 2020

8. Nachstehend wird in einem Liickentext an einem Beispiel demo

wie man ein Konfidenzintervall ohne CAS-Rechner, nur mit einem
wissenschaftlichen Taschenrechner &sen kann. Ergdnzen Sie
text und vergleichen Sie die so gefundene Ldsung mit dem Res
CAS-Rechner liefert.

Eine Stichprobe vom Umfang n = 100 liefert eine relativ
obachteten Merkmals von h = 0,1. Berechnen Sie das

Quadrieren beider Seiteh:

Ausmultiplizieren: 0; 0,01-0,2p +p°

7 ~0,054und p, =

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik Sek. I/11
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M5  Eine Naherungsformel fiir Konfidenzintervalle

Die rechnerische Bestimmung des
Konfidenzintervalls ohne CAS ist
ziemlich aufwendig. Wenn wir uns
mit einer Naherungslosung zufrie-
dengeben, wird der Rechenaufwand
wesentlich geringer. Zudem werden
wir sehen, dass diese Naherungsfor-

0.8 h

0.7
0.6

£1(x)=x- (1)

0.5

0.4
0.3
0.2
0.1

b

04 0.2 0.3 0.

0. 1.

© Dr. W. Zappe

mel auch von Anwendungen verwendet wird. Fir die

sich die unbekannte Wahrscheinlichkeit des Merkm

nur wenig unterscheidet.

Der Graph von f(p) =4/ p-(1—p) verldufg
bildung oben). Wenn wir also p durch einen N8

fiihrt das nur zu einem geringen Up

fidenzintervalls. A
des Konfid

4 5 0.6 07 9
ng ge ; n aus, dass

theit bei genligend gro-

_\/p~(1—p)
In

unter der Wurzel

gibt es eine vorinstallierte Applikation zum Ermitteln
i der diese Naherungsformel genutzt wird.
zintervalle = 1 —Prop z — Intervall

OK Abbruch

"Titel"
"CLower"
”n CUpperH

p
Ilm"

nan

n

"1-Prop z—Interval
0.421852
0.478148

0.45
0.028148
1200.
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