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Die Ziehung von farbigen oder mit Ziffern beschrifteten Kugeln aus Urnen ist ein Zufalls-

experiment, das sehr oft im Stochastik-Unterricht Anwendung findet. Hierbei werden 

zumeist aus einer Urne Kugeln mit oder ohne Zurücklegen gezogen und die Wahrschein-

lichkeit für ein Ereignis bestimmt. Was aber passiert, wenn sich der Inhalt der Urnen wie 

beim Ziehen ohne Zurücklegen nicht verringert, sondern durch Hinzufügen von einzelnen 

oder sogar beliebig vielen Kugeln vergrößert wird? Neben den „üblichen“ Aufgaben bei 

Zufallsexperimenten mit Kugeln wird dies unter anderem mit den Methoden der Analysis im 

Beitrag untersucht. Zudem können die Lernenden eine dieser Ziehungen mithilfe eines 

Tabellenkalkulationsprogramms simulieren.
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Ziehung von Kugeln aus drei Urnen

Oberstufe (grundlegend)

Günther Weber, Brilon

Illustrationen von Dr. Wolfgang Zettlmeier, Barbing

Hinweise 1

Aufgabenblatt 3

Lösungen 4

Die Schüler lernen:

die Pfadregeln zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten in mehrstufigen Zufallsexpe-

rimenten in komplexeren Aufgaben einzusetzen. Bevor sie die Pfadregeln anwenden, 

müssen sie die Wahrscheinlichkeiten am Baum bestimmen, da sich der Inhalt der Urnen 

vergrößert. Bei den vergrößerten Urneninhalten stellen die Jugendlichen Wahrschein-

lichkeitsfolgen auf und untersuchen mit den Methoden der Analysis die Monotonie sowie 

das Grenzwertverhalten.
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B.2.32  Relative Häufigkeit und Wahrscheinlichkeit  Zufallsexperimente 3 von 16 

M 1 Aufgaben

Eine Urne U1 enthält 5 weiße und 3 schwarze Kugeln, eine Urne U2 4 weiße und 5 

schwarze und eine Urne U3 3 weiße und 7 schwarze Kugeln.

1.  Eine der 3 Urnen wird zufällig ausgewählt. Aus dieser Urne werden 3 Kugeln 

ohne Zurücklegen gezogen. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass nur 

gleichfarbige Kugeln gezogen wurden.

2.  Aus jeder der 3 Urnen wird zufällig eine Kugel gezogen. Bestimmen Sie eine 

Wahrscheinlichkeitsverteilung für die Anzahl der gezogenen schwarzen Kugeln, 

und berechnen Sie den Erwartungswert für die Anzahl der schwarzen Kugeln.

3.  In Urne U1 werden weitere schwarze Kugeln gelegt und anschließend wieder 

aus jeder der 3 Urnen zufällig eine Kugel gezogen.

a) Zeigen Sie, dass hierdurch die Wahrscheinlichkeit genau keine schwarze 

Kugel bzw. genau eine schwarze Kugel zu ziehen, streng monoton ab-

nimmt und dass die Wahrscheinlichkeit, genau 2 schwarze Kugeln bzw. 

3 schwarze Kugeln zu ziehen, streng monoton zunimmt.

b) Bestimmen Sie die minimale Wahrscheinlichkeit, genau keine schwarzen 

Kugeln bzw. genau eine schwarze Kugel zu ziehen, wenn beliebig viele 

schwarze Kugeln in U1 gelegt werden können.

c) Bestimmen Sie die maximale Wahrscheinlichkeit, genau 2 schwarze 

Kugeln bzw. genau 3 schwarze Kugeln zu ziehen, wenn beliebig viele 

schwarze Kugeln in U1 gelegt werden können.

d) Bestimmen Sie jeweils die Anzahl der schwarzen Kugeln, die in U1 

gelegt werden müssen, damit die Wahrscheinlichkeit genau keine bzw. 

genau eine schwarze Kugel zu ziehen, genau zwischen ihrer minimalen 

und maximalen Wahrscheinlichkeit liegt.

e) Bestimmen Sie jeweils die Anzahl der schwarzen Kugeln, die in U1 

gelegt werden müssen, damit die Wahrscheinlichkeit genau 2 bzw. 

genau 3 schwarze Kugeln zu ziehen, genau zwischen ihrer minimalen 

und maximalen Wahrscheinlichkeit liegt.

4.  Die Urnen enthalten wieder die ursprüngliche Anzahl von Kugeln. 

Eine Kugel wird zufällig aus Urne U1 gezogen und in Urne U2 gelegt. Anschlie-

ßend wird zufällig eine Kugel aus Urne U2 gezogen und in U3 gelegt. Jetzt 

wird zufällig eine Kugel aus U3 gezogen. Bestimmen Sie die Wahrscheinlich-

keit, dass die aus U3 entnommene Kugel schwarz ist.V
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