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RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analysis 1 

Das uneigentliche Integral 

Unter uneigentlichen Integralen versteht man Integrale von folgenden Typen: 

TYP 1: Der Integrand wird unendlich (d.h. er ist nicht beschränkt) 

z.B.:  
2

0

1
dx

x
  oder 

2

0

1
dx

x  

Die Frage ist immer, ob der Graph der Integrandenfunktion nicht doch einen 

endlichen Flächeninhalt mit den Koordinatenachsen einschließt, obwohl der In-

tegrand unendlich wird. 

Man benützt dabei folgenden „Trick“: 

Man integriert nicht ab „0“, sondern erst ab „h“ (h>0, aber „sehr klein“): 
2

2

h
h

1
dx 2 x 2 2 2 h

x
 = = −   

Es liegt nun nahe, zu definieren: 

( )
2 2

h 0 0 h 0 0
0 h

1 1
dx : lim dx lim 2 2 2 h 2 2

x x→ + → +
= = − =   

Der Flächeninhalt ist also endlich, obwohl die Randkurve unendlich lang ist. 

Dagegen gilt:  [ ] ( )
2 2

2

hh 0 0 h 0 0 h 0 0
0 h

1 1
dx lim dx lim ln x lim ln 2 ln h

x x→ + → + → +
= = = − = +∞   

Das Integral divergiert. 
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2 RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analysis 
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Definition 

Ist die Funktion f in { }I x a x b= ≤ ≤  mit Ausnahme der Stelle 
0

x I∈  defi-

niert und integrierbar, dann setzt man fest:  

( ) ( )
0 0

b b

h 0 0
x x h

f x dx : lim f x dx;
→ +

+

=  ( ) ( )
0 0x x h

h 0 0
a a

f x dx : lim f x dx

−

→ +
=   

TYP 2: Mindestens eine Integrationsgrenze ist betragsmäßig unendlich 

z.B.:  
2

2

1
dx

x

∞

   oder:  
2

1
dx

x

∞

  

uu

2 2u u
22 2

u

1 1 1
dx : lim dx lim

xx x

1 1 1
lim

u 2 2

∞

→∞ →∞

→∞

 
= = −  

 
= − + = 

 

 
 

[ ]

( )

u
u

2u u
2 2

u

1 1
dx lim dx lim ln x

x x

lim ln u ln 2

∞

→∞ →∞

→∞

= =

= − = ∞

 
 

 

 

 

Definition 

Ist f für x a≥  integrierbar, so bedeutet unter der Voraussetzung der Existenz 

des Grenzwerts: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

b b b

b a
a a a

0 b

a b
a 0

f x dx : lim f x dx; f x dx : lim f x dx;

f x dx : lim f x dx lim f x dx

∞

→∞ →−∞
−∞

∞

→−∞ →∞
−∞

= =

= +

   

  
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Aufgaben 

1. Formen Sie laut Definition um und versuchen Sie dann zu berechnen. In wel-

chen Fällen existiert der Integralwert nicht? (Man sagt in diesem Fall, dass 

das Integral divergiert). 

a) 
1

0

1
dx

x
  

b) x

0

e dx

∞

−  

c) 
1

2

0

1
dx

x  

d) 
2

1

2
dx

x

∞

  

e) 
4

1

1
dx

x

∞

  

f) (CAS) 
1

2
0

1
dx

1 x−
  

g) (CAS) 
2

2

x
dx

1 x

∞

−  

2. Zeigen Sie:  Die Funktion F mit ( )
2

1
F x

1 x
=

−
 ist eine Stammfunktion zur 

Funktion f mit  

( )
2

2

2x
f : x

1 x−
 .  

Berechnen Sie dann schrittweise: 

( )
2

2
2

x
dx

1 x

∞

−
  
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RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analysis 5 

Kompetenzprofil  
 Niveau: grundlegend bis gehoben 

 Fachlicher Bezug: Analysis 

 Kommunikation: argumentieren, berechnen, Ergebnisse reflektieren 

 Problemlösen: Theoriekenntnisse auf konkrete Probleme anwenden 

 Modellierung: Zusammenhang zwischen uneigentlichem Integral und geometrischer 

Vorstellung 

 Medien: Taschenrechner, CAS-Rechner 

 Methode: Einzelarbeit, Lehrervortrag 

 Inhalt in Stichworten:  Definition des uneigentlichen Integrals in Zusammenhang mit sei-

ner graphisch-geometrischen Bedeutung, Anwendungen der Theorie auf verschiedene 

Problemstellungen 

Autor: Carlo Vöst 

 

 

 

Lösung  

1. a)

11 1 1 1 1

2 2

a 0 a 0 a 0
0 a a a

1 1
dx : lim dx lim x dx lim 2x

x x

−

→ → →

 
= = =  

 
    

  ( )
a 0
lim 2 1 2 a 2

→
= ⋅ − ⋅ =  

b) ( )( )
u

u
x x x u

0u u u
0 0

e dx : lim e dx lim e lim e 1 0 1 1

∞

− − − −

→∞ →∞ →∞

 = = − = − − − = + =    

c) 
1 1 1

1
2 1

2 2 bb 0 b 0 b 0 b 0
0 b b

1 1 1
dx : lim dx lim x dx lim x lim 1

bx x

− −

→ → → →

  = = = − = − +        

 Das Integral divergiert. 

d) ( )
b b

b
2 1

2 2 1b b b
1 1 1

2 2
dx : lim dx lim 2x lim 2x

x x

∞

− −

→ ∞ → ∞ → ∞
 = = = −    b

2
lim 2 2

b→∞

 
= − + = 

 
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