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Bausteine der Analysis:
Integrationsverfahren

Integration durch Substitution und partielle Integratio

1 Wiederholung von Integrationsbeispielen

1.1 Mithilfe der Grundformeln

nur die Stetigkeit vorausgesetzt wird.

(1) j[f(x)+g(x)]dx - jf(x)dx+ jg(x)dx
2) j k-f(x)dx =k- jf(x)dx

n+l

X
3 dx = +c
()IX * n+1

4 J‘idx = ln|x|+c

Beispiele

|

X)ildxzj(l+

3
dx:X——X—+x—ln|x+l|+c
3 2
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Beispiele

L Jsin(ax)dx = —i -cos(ax)+c
N
II. Jcos(ax)dx = sin(ax)+c¢
11 Je‘“‘*bdx =Llemte <
a

1.3 Mit der Umkehrung der logarithmischen Djfferent
Es gilt folgende Grundregel:

j@dx=1n|f(x)|+c
f(x)
Beispiele
1. I 2 dx:1n|2x+3|+c
2x+3
1I. _[22)(—+5dx:ln|xz+5x—8|+c
X" +5x—-8
. X +C
2_
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2 Integration durch Substitution

Die Integration durch Substitution beruht auf der Umkehrung der

Man versucht unter dem Integralzeichen eine bekannte integrierbare
erhalten. Dies ist hdufig erst durch eine Transformation herbeigfifiihren
setzt X = g (z) und wandelt den Integranden so um, dass eine fe1 tegrie-

rende Funktion entsteht. Es gilt folgender Satz:
Satz
f sei in einem Intervall I; stetig und g in einem Igfervall o (1 I, diffe-
renzierbar. Dann gilt:

[£(e(x)- g (x)dx = [f(z)dz mitz=g (x
i

| —
z

Durch die Substitution z = g (x) dndegn s egraonsgrenzen:

b g(b)
[fe(x))-g)dx = [ f(z)dz
a g(a)
Beispiele
L J(sinx)z cos xdx =
i X

Wenae Ph ,,rechts nach links* gebraucht. Man substituiert z so, dass
eine einfachere, leicht integrierbare Funktion erhilt.
ihrung der Beispiele:
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VIII. Das ,,Kreisintegral:

[V —xPdx=

X=r1"sinz= dx=r cos zdz (z=arcsin X )
r

Verwendet wird: cos 2z = 2(cos z)* — 1 = (cos z

2(1 1. ) r’ :
=1 |=z+-=SINZ-CO0SZ|+C=-=-—arcsin
(2 2 2

Die Fliche des Kreises x> + y* =1

Viertelkreis y = v1* —x” :
A =4-j\/r2 —x’dx = 4,
0

4T aresin]=4.I
=4 5 arcsinl =4 =

Aufgaben

7. Berechnen Si i itutionsmethode die folgenden Integrale.
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8. Berechnen Sie die Integrale mithilfe der Substitutionsmethode.
1
a) dx (z=+vx-1
‘[ xvVx—1 ( )
1 [ x

b) dx (z=+e" -1

I 24e* —1 ( )
c) I X ___dx (z =1-x’ )
d

3 Die partielle Integration

Dieses Integrationsverfahren beruht auf mke der Produktregel der
Differentiation:

stimmt und setzt dann erst die jeweiligen Grenzen ein.
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4 Anwendungen der Integralrechnung

4.1 Flichenberechnungen

b
Ein bestimmtes Integral J.f (x)dx einer Funktion f, die im Int

tig und positiv ist, kann gedeutet werden als Fldche unter,
der x-Achse in I.

Abb. 1
Beispiele
2
L f(x)= X_*+4x 1
(x) — M
Flache A mit der x-Achse
zwischen 1
x=—4und A
X,
2 1o g

2
X7+5x+5-1n|x—1|}

4

8—20+5In5)=12-5In5~3,95 FE
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Kompetenzprofil

Niveau: grundlegend

Fachlicher Bezug: Analysis
Kommunikation: berechnen und begriinden
Problemldsen: Darstellungen verwenden, Lésungsstrategie entwic
Modellierung: —

Medien: —

Methode: Einzel-/Partnerarbeit

Inhalt in Stichworten: Integration mithilfe der Grundformeln,
rithmischen Differentiation, Aufspaltung in Partialbriiche, Int

partielle Integration, Flachenberechnungen, Volumen gind Ma 4che eingy Rotations-
korpers, Lange eines Kurvenbogens
Autor: Alfred Mdller

1

Losung ,
2 2 Xz 2
. a) '(|;|x|dx=‘([xdx=[7}0
2
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1 dx
d [—L—ax=[—d
) I20—12x+9x2 x J.42+(3x_2)2

N O ' SR
—4 3arctan 4 +cC 12

3. a) I sinx dx =[—cosx]’, =0, da sowohl der Sin

onsgrenzen punktsymmetrisch zum Ursp sind.

dx+I—dx = 1n|x|+]n|x 1|+c

ﬁ)dx =%x2 +x+In[x—1|+c
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