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RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analysis 1 

Berechnungen am Rotationskörper 

Gegeben ist der Graph der Funktion 2 1 xf (x) (x x) e ; 0 x 6,5−
= + ⋅ ≤ ≤ . 

Rotiert der Graph der Funktion f um die x-Achse, so entsteht der Innenraum ei-
nes kolbenförmigen Gefäßes (siehe Abbildung 1); 1 LE 1 cm  

 

Abb. 1 

1. a) Bestimmen Sie den maximalen Durchmesser und die Breite der Öffnung 
des Gefäßes. 

b) Das Gefäß kann bis zu einer Höhe von 6 cm gefüllt werden. Berechnen 
Sie die Füllmenge (in ml) für ein volles Gefäß. 

  

V
O
R
A
N
S
IC
H
T



Exponentialfunktion: 

verknüpft mit ganzrationalen Funktionen 
D. 1. 26 

 

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analysis 3 

Tippkarte 

Rotationskörper 

Rotiert der Graph einer Funktion f über dem Intervall [a; b] um die x-Achse, 

so entsteht ein Rotationskörper mit dem Volumen: 

( )
b

2

a

V f (x) dx= π⋅    

und der Mantelfläche: 

( )
b

2

a

M 2 f (x) 1 f '(x dx= π⋅ ⋅ +  

Kreisgleichung 

Ein Kreis mit dem Radius r und dem Mittelpunkt 
M MM(x | y )  hat die Kreis-

gleichung: 
2 2 2

m m(x x ) (x y ) r− + − =  

Kugelsegment 

Ein Kugelsegment habe den Radius r sowie den Grundkreisradius a 

und die Höhe des Segments sei h (siehe nebenstehende Abbildung). 

Das Volumen eines Kugelsegments lässt sich dann nach der Formel: 

( )
2h

V 3r h
3

π ⋅
= ⋅ −  oder ( )2 2h

V 3a h
6

π⋅
= ⋅ + , 

die Mantelfläche (Kugelkappe) nach der 

Formel: 

( )2 2M 2 r h a h= ⋅ π ⋅ ⋅ = π ⋅ +  

berechnen. 
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Didaktisch-methodische Anmerkungen 

Insbesondere bei leistungsschwächeren Kursen bietet es sich an, die Vorüberle-

gungen zum Lösungsweg im Unterrichtsgespräch zu erarbeiten. Zeitgleich kann 

dann die Konstruktion mit Geogebra oder Euklid-Dynageo durchgeführt werden. 

Nach der Konstruktion ist eine Lösung durch Variation der Variablen möglich. 

Dies ist vorteilhaft, da man erkennt, dass es 2 Lösungen bei Aufgabe 2 gibt.  

Aufgabe 3 kann arbeitsteilig von 2 Gruppen gelöst werden; jede Gruppe arbeitet 

mit einer der in Aufgabenteil 2a gefundenen Lösungen. 

Zur Differenzierung nach Leistungsstärke können die Formeln für das Kugel-

segment aus den Formeln für den Rotationskörper hergeleitet werden. Zudem 

kann eine Stammfunktion zur Funktion g(x) = (f(x))² bestimmt werden.  
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RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analysis 5 

Lösung 

1. a) Der maximale Durchmesser entspricht dem Doppelten des absoluten Ma-

ximums im Definitionsbereich. Die notwendige Bedingung für eine Ext-

remstelle ist: f '(x) = 0. Eine Ableitung der Funktion f mithilfe der Ketten- 

und Produktregel ergibt: 

( )

( )

1 x 2 1 x

1 x 2

f '(x) (2x 1) e (x x) e

e x x 1

− −

−

= + ⋅ + + ⋅ −

= ⋅ − + +
 

( ) ( )1 x 2 1 x

2

1;2

1 1

e x x 1 0 |: e 0

x x 1 0

1 1
x 1

2 4

1 1 1 1
x 5 1,62; x 5 D

2 2 2 2

− −
⋅ − + + = − ≠

− − =

= ± +

= + ≈ = − ∉

 

 

Hinreichende Bedingung für eine Maximumstelle: f '(x) = und f ''(x)< 0. 

( )

( )

( )

1 x 2 1 x

1 x 2

1 x

f ''(x) ( 2x 1) e ( x x 1) e

e x 3x

e x x 3

− −

−

−

= − + ⋅ + − + + ⋅ −

= ⋅ −

= ⋅ ⋅ −

 

( )0,62f ''(x) e 1,62 1,38 0−
= ⋅ ⋅ − <  

An der Stelle 
1 1

x 5 1,62
2 2

= + ≈  liegt ein relatives Maximum vor.  V
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8 RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analysis 

Die Vorüberlegungen können mit Geogebra veranschaulicht werden:  

 

Abb. 3 

Die folgende Tabelle zeigt die Konstruktionsschritte: 
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14 RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analysis 

3. a) Die Kreisgleichung k für einen Kreis mit dem Mittelpunkt M (r | 0) und 

dem Radius r lautet: 

( )
1

2 2 2k(x) 2rx x 2rx x= − = −  

Eine Ableitung mithilfe der Potenz- und Kettenregel lautet: 

( ) ( )
( )

1
2 2

1
2 2

1 r x
k '(x) 2r 2x 2rx x

2
2rx x

− −
= − ⋅ − =

−

 

Einsetzen von a1 = 1,2 (a2 = 3,03) und r1 = 2,54 (r2 = 1,95) in die Mantelfor-

mel für das Kugelsegment bzw. in die Mantelflächenformel für den Rotati-

onskörper im Intervall [0 ; a1] ([0 ; a2]) liefert die Größe der Mantelfläche. 

  

Die Mantelfläche des Kugelsegments hat eine Größe von 19,15 cm² bzw. 

von 37,12 cm². 

b) Das Kugelsegment von Gefäß 1 

(a1 = 1,2; r1 = 2,54 ) hat ein Volumen 

von 9,73 cm³. Das Gesamtvolumen 

des Gefäßes beträgt 42,13 cm³. Da 

die Hälfte des Volumens größer als 

die Hälfte des Gesamtvolumens ist, 

muss die Markierung m auf der 

Mantelfläche des Rotationskörpers 

angebracht werden.  
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