
Unendliche Variantenvielfalt – 
Übung mathematischer Regeln

von Wolfgang Lübbe

In diesem Beitrag sind gebrochenrationale Funktionen Gegenstand umfangreicher Be-
trachtungen. Ziel ist es, die grenzenlose Fülle der sich daraus ergebenden Möglichkeiten 
zur Wiederholung, Übung und Anwendung mathematischer Regeln, Algorithmen und Be-
rechnungen in der Differential- und der Integralrechnung darzustellen und ihre Nutzung 
im Unterricht anzuregen. 
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Unendliche Variantenvielfalt – 
Übung mathematischer Regeln

Methodisch-didaktische Hinweise 

In diesem Beitrag sind die gebrochenrationalen Funktionen der Form 
+ +

= =
+

2ax bx c
y f(x)

dx eGegenstand umfangreicher Betrachtungen. 
Ziel des Beitrags ist es, die grenzenlose Fülle der sich daraus ergebenden Möglichkeiten 
zur Wiederholung, Übung und Anwendung mathematischer Regeln, Algorithmen und 
Berechnungen in der Differential- und der Integralrechnung darzustellen und ihre Nut-
zung im Unterricht anzuregen. 
Dabei werden für die Funktionen 1–6 unterschiedliche Kenndaten angegeben, auf deren 
Basis die fehlenden Parameter a–e und somit die Funktionsgleichungen rekonstruiert 
werden können. Anschließend sollen die fehlenden Kenngrößen und Eigenschaften der 
Funktionen ermittelt werden. Dazu sind im Beitrag einige Hinweise zu den Lösungswe-
gen angegeben. In den Aufgabenblättern sind die Parameterwerte bzw. Kenngrößen der 
Funktionen angegeben und Felder zum Eintragen der Ergebnisse vorbereitet. 
Alle Aufgaben können ohne Zuhilfenahme eines CAS bearbeitet werden. Andererseits 
erleichtert die Nutzung eines CAS insbesondere das Bilden der Ableitungsfunktionen, 
die Berechnung lokaler Extrema, das Lösen entsprechender Gleichungssysteme, die Flä-
cheninhaltsberechnungen sowie die grafische Darstellung der Funktionen, der Tangen-
ten und der Asymptoten im kartesischen Koordinatensystem. 
Mithilfe der Farbfolie können Sie die grafische Lösung der ersten Funktion beispielhaft 
im Plenum besprechen.
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Aufgaben

Gegeben ist eine gebrochenrationale Funktion mit den Parametern a–e der Form

2ax bx c
f(x) ; a 0; d 0

dx e

+ +
= ≠ ≠

+

Vervollständigen Sie die Angaben auf dem Arbeitsblatt. Stellen Sie den Graphen der 

Funktion f(x), die Tangenten und die Asymptoten im kartesischen Koordinatensystem 

des Arbeitsblattes dar. 

Legende

f, f ‚, f ‚‘  Funktion; 1. und 2. Ableitungsfunktion

x
1
; x

2
   Nullstellen der Funktion

1 2x x yS ; S ; S    Schnittpunkte des Graphen der Funktion mit den Koordinatenachsen

1 2x x ym ; m ; m   Anstieg des Graphen der Funktion in  

1 2 3y ; y ; y    Tangenten an den Graphen der Funktion in  

1 2x x y; ;α α α   Schnittwinkel der Tangenten  mit der x-Achse 

s
t
    Schnittpunkt der Tangenten α
t
    Schnittwinkel der Tangenten  
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Funktion 1

a = b = c = d = e =

f(x) = f ‘(x) = f ‘‘(x) =

Def.bereich: Wertebereich:

( )
1xS 03 |− ( )

2xS | 0

1xm =
2xm =

1x =α
2x =α

Tangente in
1xS

y
1
 =

Tangente in
2xS

y
2
 =

S
y
 ( 0 | 4,5 ) m

y
 =

Tangente in S
y 

y
3
 =

α
3
 =

S
t
 (        |        ) α

t
 =

Asymptote in x
p

x =

Asymptote schräg

y =

Lok. Min.

E
min

 (        |        )

Lok. Max.

E
max

 ( 4 | –3,5 )

Symmetrie: Polstelle: x
p
 = 0,5 x

lim f(x)
→±∞

= =

Fläche zwischen f(x) und x-Achse im Intervall [x
1
; x

2
]

A =             FEV
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Lösungen

Funktion 1

( )
2ax bx c

f x
dx e

+ +
=

+

( ) ( )
( )

1

2

Nx 3 :                0 a 3 b 3 c

0 9a 3b c 1

= − = ⋅ − + ⋅ − +
= − +

( )
px 0,5 : d 0,5 e 0

d 2e 2

= ⋅ + =
= −

( )
( )

y

c
S 0 | 4,5 : 4,5

e
c 4,5e 3

=

=

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )
( )

( )

2

max

2

2

2 2

2

2

2

2

2

a 4 b 4 c
E 4| 3,5 : 3,5

d 4 e
14d 3,5e 16a 4b c 4

2ax b dx e ax bx c d
f' x

dx e

2adx 2aex bdx be adx bdx cd

dx e

adx 2aex be cd

dx e

f' x 0 adx 2aex be cd 0

ad 4 2ae 4 be cd 0

16ad 8ae be cd 0 5

⋅ + ⋅ +
− − =

⋅ +
− − = + +

+ ⋅ + − + + ⋅
=

+
+ + + − − −

=
+

+ + −
=

+
= → + + − =

⋅ + ⋅ + − =
+ + − =

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 4             14 2e 3,5e 16a 4b c

24,5e 16a 4b c   6

3 6 25,5e 16a 4b 4,5e

  20e 16a 4b 7

3 1                                      0 9a 3b 4,5e

4,5e 9a 3b 8

→ − ⋅ − − = + +
= + +

→ = + +
= +

→ = − +
− = −

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

25,5e 16a 4b

20e 16a 4b 

→ − ⋅ − − = + +
= + +

→ = + +
= +

→ = − +
− = −V
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Funktion 1

a = b = 4 c = 6 d = e =

2 2

3
8 4

3 3

x 4x 6
f(x)

x−

+ +
=

+ ( )
16 16 642

9 9 3
2

8 4

3 3

x x
f'(x)

x

−

−

+ +
=

+ ( )
128 1600

9 27
3

8 4

3 3

x
f''(x)

x

−

−

+
=

+

Def.bereich:
x ; x 0,5∈ ≠

Wertebereich:

0          -3,5

( )
1xS 03 |− ( )

2xS | 0−

1xm 0=
2xm = −

1x 0α = 0 2xα = −

Tangente in
1xS

y
1
 = 0

Tangente in
2xS

y
2
 = –

S
y
 ( 0 | 4,5 ) m

y
 = 12

Tangente in S
y 

y
3
 = 12x + 4,5

α
3
 = 85,2°

S
t
 ( – | – ) α

t
 = –

Asymptote in x
p

x = 0,5

Asymptote schräg

y =

Lok. Min.

E
min

 ( –3 | 0 )

Lok. Max.

E
max

 ( 4 | –3,5 )

Symmetrie: keine Polstelle: x
p
 = 0,5 x

lim f(x)
→±∞

= = ∞

Fläche zwischen f(x) und x-Achse im Intervall [x
1
; x

2
]

A = – FE

2

3

8

3
−

4

3

0
y

3 3
≤ ≤ −

1 13
x

4 8
− −
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