
Gebrochenrationale Funktionen – 
Lernerfolgskontrollen

Alfred Müller, Coburg

Eine Rennstrecke zu meistern, ist so anspruchsvoll wie das Lösen gebrochenrationaler 
Funktionen, mit denen sich der Verlauf der Rennstrecke modellieren lässt. Dieser Beitrag 
enthält Lernerfolgskontrollen im Bereich der gebrochenrationalen Funktionen. Ziel ist 
es, das Wissen der Schüler durch vorgefertigte Tests zu prüfen.
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Gebrochenrationale Funktionen – 
Lernerfolgskontrollen
Oberstufe (weiterführend)

Alfred Müller, Coburg

M 1 Eine Schar von Funktionen – Test 1 1

M 2 Extrema, Asymptoten und Integral – Test 2 2

M 3 Wendepunkte und Stammfunktion – Test 3 3

M 4 Schiefe Asymptote, Flächeninhalt – Test 4 4

M 5 Symmetrie, Logarithmus – Test 5 5

Lösungen 6

Die Schüler lernen:

den sicheren Umgang mit Funktionenscharen und Integralfunktionen. Über verschiede-
ne Tests mit Punkteangaben können Sie den Wissensstand der Lernenden prüfen. In 
den Tests müssen sie unter anderem die maximalen Definitions- und Wertemengen, 
Asymptoten, Extremwerte und Flächenmaßzahlen in Abhängigkeit eines Parameters be-
stimmen.
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Überblick:

Legende der Abkürzungen:
Ab = Arbeitsblatt LEK = Lernerfolgskontrolle

Thema Material Methode

Eine Schar von Funktionen – Test 1 M 1 Ab, LEK

Extrema, Asymptoten und Integral – Test 2 M 2 Ab, LEK

Wendepunkte und Stammfunktion – Test 3 M 3 Ab, LEK

Schiefe Asymptote, Flächeninhalt – Test 4 M 4 Ab, LEK

Symmetrie, Logarithmus – Test 5 M 5 Ab, LEK

Erklärung zu Differenzierungssymbolen

einfaches Niveau mittleres Niveau schwieriges Niveau

Dieses Symbol markiert Zusatzaufgaben.

M1 M2 M3 M4 M5

1a) 1a)  1 1a) 1a) 

1b) 1b) 2a) 1b) 1b) 

1c) 1c) 2b) 1c) 1c) 

1d) 1d) 2c) 2a) 1d) 

1e) 2a) 2d) 2b) 2a) 

 2 2b) 3a) 2c) 2b) 

3a) 3b) 2d) 2c) 

3b) 4a) 2e) 3a) 

4b) 3b) V
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M 1 Eine Schar von Funktionen – Test 1

1. Gegeben ist die Schar von Funktionen af  durch ihre Gleichung

( )2 2

a

x 1 a x
f (x) , a

x 1
+

− −
= ∈

−
 mit den Graphen aG .

a) Bestimmen Sie die Definitionsmenge aD  der Funktionen af , die Schnittpunkte 
der Graphen aG  mit der x-Achse sowie die Gleichungen der Asymptoten. 6

b) Zeigen Sie, dass der Schnittpunkt Z der Asymptoten das Symmetriezentrum 
aller Graphen aG  ist. 6

c) Bestimmen Sie die Koordinaten der Extremwerte und zeigen Sie, dass alle Ex-
tremwerte auf der Kurve K mit ( )k x  x=  ( ) 2 x= liegen. Welcher Punkt auf der Kurve 
K ist kein Extremwert? 8

d) Begründen Sie, dass keiner der Graphen aG  einen Wendepunkt besitzt.
Welche Wertemenge aW  haben die Funktionen af ?
Gibt es einen Wert für a, sodass aW  =   gilt? 5

e) Zeichnen Sie den zu a 1=  gehörenden Graphen 1G  im Intervall [ ]I 2; 4 .= −  4

2. Berechnen Sie die Maßzahl der Fläche A , die der Graph aG  mit seiner schiefen 
Asymptote zwischen x 2=  und x 3=  einschließt. 5

3. 
a) Begründen Sie: 

Der Graph der Funktion 
ag  mit 

a

a

1
g (x)

f (x)
=  schneidet den Graphen 1G  in nur  

zwei Punkten. 3
b) Für welchen Wert von a hat der Graph der Funktion 

ag  nur einen Extremwert? 3
_________
Gesamt: 40
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M 2 Extrema, Asymptoten und Integral – Test 2

1. Es sei 
( )a 2

x a
f (x) , a

x a

++
= ∈

−
 mit maximaler Definitionsmenge aD  und Graphen aG .

a) Bestimmen Sie die Definitionsmenge aD  sowie die Schnittpunkte von aG  mit 
den Koordinatenachsen. 3

b) Untersuchen Sie das Verhalten von af  an den Rändern von aD  und geben Sie 
dann die Gleichungen aller Asymptoten an. 4

c) Bestimmen Sie in Abhängigkeit von a  Art und Lage des Extrempunktes von 

aG sowie für die Kurve K , auf der sich der Extrempunkt bewegt, wenn a  alle 
zugelassenen Werte annimmt, die Gleichung ( )k x  und deren Definitionsmenge 

kD .  9
d) Zeichnen Sie für a 1=  die Asymptoten sowie den Graphen 1G  anhand einer 

Wertetabelle im Intervall [ ]I 4; 4= −  in ein rechtwinkliges Koordinatensystem. 
Verwenden Sie: 1 LE 2 cm.=  5

2. Im Folgenden wird für a 1=  die Funktion 1f  mit der Gleichung

( )1 2

x 1
f (x)

x 1

+
=

−
 betrachtet.

a) Zeigen Sie, dass die Funktion ( ) 2
F(x) ln x 1

x 1
= − −

−
 für x 1>  eine Stamm-

funktion von 1f  ist. 3
b) Die Funktion 

x

1 G

2

G(x) f (t) dt, D D´= =∫ ist eine Integralfunktion zur Funktion 1f .

• Bestimmen Sie die maximale Definitionsmenge D´  von G  und untersuchen Sie 
die Stammfunktion G  in D´  auf Nullstellen, Extremwerte und Wendepunkte. 3

• Bestimmen Sie den Funktionswert ( )G 4  auf zwei Dezimalen.
Interpretieren Sie dieses Ergebnis geometrisch. 3

_________
Gesamt: 30
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M 3 Wendepunkte und Stammfunktion – Test 3

1. Gegeben ist die in { }aD  \ a=   definierte Funktion af  durch ihre Gleichung

( )

3 2 3

a 2

x 3a x 2a
f (x) , a

x a

− −
= ∈

−
 und Graphen aG .

Für a 0=  ergibt sich der Sonderfall der Funktion 0f .
Beschreiben Sie den Verlauf der Funktion. 3
In den Aufgaben 2–4 sei immer a +∈ a +∈ ¡ { } \ a= +∈ ¡ :

2. 
a) Zeigen Sie, dass der Graph aG  die x-Achse im Punkt ( )1N a| 0−  berührt.

Berechnen Sie die weiteren Schnittpunkte des Graphen aG  mit den Koordinaten-
achsen. 5

b) Zeigen Sie, dass der Funktionsterm af  auch in der Form

( )

3

a 2

4a
f (x) x 2a

x a
= + −

−
 dargestellt werden kann.

Geben Sie dann die Gleichungen aller Asymptoten an. 6
c) Untersuchen Sie den Graphen aG  auf Extremwerte nach Art und Lage sowie auf 

Wendepunkte. 6
d) Zeichnen Sie den Graphen 1G  für a 1=  im Intervall [ ]I 3; 4= −  in ein recht-

winkliges Koordinatensystem.  5

3. Die Integralfunktion 
x

a a

1,5a

F (x) f (t) dt= ∫  sei gegeben. Die folgenden Teilaufgaben sind

 ohne Berechnung der Funktionsgleichung von aF  zu beantworten.
a) Geben Sie die Definitionsmenge FD  an und begründen Sie, dass aF  genau einen 

Extremwert besitzt. Welcher Art ist dieser? 4
b) aF  besitzt genau zwei Nullstellen (Nachweis nicht erforderlich). Beschreiben Sie 

ihre Lage. 3
4. 

a) Geben Sie die Menge aller Stammfunktionen G  zur Funktion af  an. 3
b) Der Graph aG  von af  schließt mit seiner schiefen Asymptote zwischen x 1,5a=  

und x u (u 1,5a)= >  eine Fläche uA  ein. Berechnen Sie uA  und untersuchen 
Sie dann, ob der Grenzwert u

u
A lim A

→∞
=  existiert. 5

_________
Gesamt: 40
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M 4 Schiefe Asymptote, Flächeninhalt – Test 4

1. Gegeben ist die in { }D \ 2;2= −  definierte Schar von Funktionen af  durch ihre 

Gleichung 
3 3

a 2

x a
f (x)

x 4

−
=

−
 mit a∈  und Graphen aG .

a) Berechnen Sie für die Graphen aG  den Schnittpunkt mit der y-Achse und unter-
suchen Sie aG  in Abhängigkeit von a  auf Schnittpunkte mit der x-Achse. 4

b) Jeder der Graphen besitzt eine schiefe Asymptote. Bestimmen Sie ihre Glei-
chung sowie die Koordinaten ihres Schnittpunktes aP  mit dem Graphen aG . 4

c) Für a 2=  besitzt die Funktion 2f  eine stetige Fortsetzung 2f * . Geben Sie eine 
Gleichung von 2f *  an und bestimmen Sie die Grenzwerte von 2f  bei Annähe-
rung an die nicht definierten Stellen.

 4
2. Betrachtet wird jetzt für a 0=  die Funktion 0f  mit 

3

0 2

x
f (x)

x 4
=

−
.

a) Untersuchen Sie den Graphen 0G  auf Symmetrie und geben Sie die Gleichun-
gen aller Asymptoten an. 4

b) Untersuchen Sie den Graphen 0G  auf Hoch- und Tiefpunkte sowie auf Wende-
punkte. 9

c) Zeichnen Sie den Graphen 0G  für alle [ ]x 5; 5∈ −  in ein rechtwinkliges Koordi-
natensystem. 5

d) Bestimmen Sie auf zwei Dezimalstellen genau den Inhalt derjenigen Fläche, die 
die Geraden x 3=  und x 5,= die schiefe Asymptote und der Graph 0G  mit-
einander einschließen. 5

e) Geben Sie für die Integralfunktion 
x

0

0

F(x) f (t) dt= ∫  die Definitionsmenge sowie 
eine integralfreie Darstellung an. 5

_________
Gesamt: 40
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M 5 Symmetrie, Logarithmus – Test 5

1. Gegeben ist die Schar von Funktionen af  durch ihre Gleichung

2

a 2 2

ax
f (x)

x a
=

−
 mit a +∈  und Graphen aG .

a) Geben Sie in Abhängigkeit von a die Definitionsmenge aD  sowie die Gleichun-
gen aller Asymptoten an. Bestimmen Sie dazu das Verhalten der Funktionen af  
an den Definitionslücken sowie die Grenzwerte a

x
lim f (x).
→±∞

 7

b) Untersuchen Sie den Graphen aG  auf Schnittpunkte mit den Koordinatenach-
sen und auf Symmetrie. 4

c) Bestimmen Sie mithilfe der 1. Ableitung das Monotonieverhalten des Graphen 

aG und schließen Sie daraus auf Art und Lage des Extremwertes. 8
d) Zeichnen Sie den Graphen 2G  für a 2=  unter Verwendung der bisherigen Er-

gebnisse im Intervall [ ]I 5; 5= −  in ein rechtwinkliges Koordinatensystem. 6
2. 

a) Zeigen Sie, dass die Funktion G mit der Gleichung
G(x) 2x 2 ln x 2 2 ln x 2 c= + ⋅ − − ⋅ + +
die Menge aller Stammfunktionen zur Funktion 2f  für a 2=  ist. 5

b) Für welchen Wert von c stimmt die Integralfunktion F  mit 
x

2

3

F(x) f (t) dt= ∫  mit 
einer der Stammfunktionen G überein? 5

c) Berechnen Sie dann auf zwei Dezimalen genau den Inhalt A derjenigen Fläche, 
den der Graph 2G  zwischen den Geraden x – 1=  und x 1=  mit seiner 
waagrechten Asymptote einschließt. 5

3. 
a) Zeigen Sie: Wenn zwei Funktionen ( )f x  und ( )g x  punktsymmetrisch zum Ur-

sprung sind, dann gilt dies auch für ihre Summenfunktion
( ) ( ) ( )s x   f x   g x .= +  6

b) Welche ist die Lösungsmenge L der Gleichung x x 12 2 ?+=  4
(1) { }L    =  (2) { }L  1=
(3) { }L 0=  (4) L { 1}= −

_________
Gesamt: 50
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