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Bausteine der Analytischen Geometrie:
Spezielle geometrische Korper

Platonische Korper - Einfithrung und Berechnungen

; Platonische Korper (Platon, griech. Philosoph, 4

7sind vollkommen regelmiBige Polyeder. Sie si
Korper, die von kongruenten Polygonen (Viele
begrenzt werden.

- Es gibt genau fiinf Arten Platonischer Kg

die Anzahl der Seitenflichen und
zusammen:
1 mono... 4 tetra...

it zuefnander kongruent.
selben Abstand vom Mittelpunkt

e von Ecken, Kanten und Flachen gibt es
onischen Korper

pel, die durch alle Eckpunkte geht,

kugel die alle Seitenflachen beriihrt und
antenkugel, die alle Kanten beriihrt.
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Korpern umkehrbar ist, dann wird diese Eige
genannt.
So ist das Hexaeder dual zum Oktaede
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Bausteine der Analytischen Geometrie:
Spezielle geometrische Korper

C@CCPC@(‘CC@CCC (@C@CCC@;{‘\ |

Platonische Korper im Alltag und in der Natur

2

© Frank Vincentz/Wikimedia
Commons — CC BY-SA 3.0

© A. Marjanovi¢

in

Kirchkreuz auf Oktaeder in Bochum  Aussich® D

Die RegelmaBigkeit und dic/mmatiailicNit des Aufbaus der Platoni-
schen Korper machen dies¢ atiggielerler WEIs€ fiir den Menschen inte- [
|

ressant. So finden wir sie im Alltd@g, a. als Bauwerke (s. Bilder oben),
e als Kunstw® d als Bausteine in der

als Schmuckgegenstj
Chemie wieder.
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o Spezielle geometrisch

Grundlegende Aufgaben

Hinweis: Losen Sie die Aufgaben mithilfe der Infokarten.

1. Gegeben sind die folgenden Korper:

a) Geben Sie den Name

b) Tragen Sie ihre Namen ent
aufsteigender F in die nach
gen Sie die Tabe

Plat. Kor-
er - - - - -
e eder eder eder eder

Eig aft
Seiten

-

Kante

dchenar

Kanten/Flichen
an einer Ecke
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Bausteine der Analytischen Geometrie:
Spezielle geometrische Korper

d)

e)

Leonard Euler (1707-1783) fand einen Zusam
Ecken E, den Flachen F und den Kanten K (P
Geben Sie den Polyedersatz in Form einer Gl
Hinweis: Betrachten Sie die ausgefiillte
Gleichung steht eine Summe.

Fiir ein Tetraeder gibt es zwei vers

nem Tetraeder. Ergéinzen Sie
Dreiecke. Dadurch erh i
Sie auch dieses Korp

Hinweis: Fiigen Sie vor defigusschneiden Klebefldchen hinzu.
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Bausteine der Analytischen Geometrie:
Spezielle geometrische Korper

We

* D1

iterfiihrende Aufgaben

Abb. 2 (Kérper 1)

a) Welcher Art sind die beg

b) Aus welchen Plg
gesetzten Korpe

c) Entscheiden Sie k i

Korper sind

Isammlung befindet sich im Archiv: https://archiv.raabe.de/mathe-geometrie/
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Bausteine der Analytischen Geometrie:
Spezielle geometrische Korper

3. a) Fiir das Oktaeder aus Aufgabe 2 sind mithilfe der Vektorrech zu

bestimmen:
(1) Mittelpunkt (Schwerpunkt) S
(2) Umkugelradius Ry
(3) Inkugelradius Ry
(4) Kantenkugelradius Rg
b) Zeigen Sie, dass fiir die Radien von In- und U<uge1

(1) beim Tetraeder R, :%-RU und

(2) beim Oktaeder R, =~/3-R, gilt.
Hinweis: Verwenden Sie die Forme
chungen fiir die Radien entsprec

mlu d formen Sie die Glei-

Zusatzaufgabe: Stellen Sie das
Programms GeoGebra dar.

in¢ Inkugel mithilfe des

4. Eine Lehrmittelfirma stellt fiir Schu . a. elle Platonischer Korper aus
Holz her. Die Fertigung ¢ , die entweder die Form eines
Wiirfels oder eines Quaders iner quadratischen Grundfldche haben. In

Abhingigkeit vom jeweiligen

chen KooWlinatensystem, bei dem die x,-Achse nach hinten zeigt, mit
ckpfinkt A (0]0|0) dargestellt. Die Eckpunkte B und D liegen je-

weils auf dem positiven Abschnitt der beiden anderen Achsen und in der-
selben Ebene wie der Eckpunkt A. Bestimmen Sie die Koordinaten der
ckpunkte des Rohlings und des Oktaeders.
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Bausteine der Analytischen Geo
Spezielle geometrisch

T.2.10

Platonische Korper

ank Vincentz/Wikimedia Commons —

CCBY-SA 3.0

©
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Bausteine der Analytischen Geometrie:
Spezielle geometrische Korper

Kompetenzprofil

Niveau: einfiihrend, grundlegend

Fachlicher Bezug: Mathematik
Kommunikation: Begriinden, argumentieren, vergleichen

Problemlésen: Darstellungen verwenden, Probleme erkunden, L gen
Ergebnisse reflektieren

Modellierung: —
Medien: Folie

Methode: Einzel-, Partner- und Gruppenarbeit
Inhalt in Stichworten: Lange, Abstand Punkt/Punkt, Abst
Schwerpunkt, Schnittwinkel, Schnitt Gerade/Geradg, li
gleichseitiges Dreieck, regelmaRige Polyeder, H
der, Dodekaeder, Platonische Korper, Dualitat bei P

Kérpernetz, Um-, In- und Kantenkugel

Autor: Dr. Jirgen Leitz

Ldosung der grundlegenden

1.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie

a) 1 Hexaeder, 2 Oktaeder, 3 aeder, 4 Ikosaeder, 5 Dodekaeder
b)
Plat. Ko:- Tetra Hexa- Okta- Dodeka- Ikosa-
. P eder eder eder eder eder
Eigenscha
Seitenflifien 6 8 12 ¥ 20
Ecken 8 6 20 & 12
6 12 12 30 30
g sei- | Quadra- | gleichsei- regelma- gleichsei-
tige te tige Bige tige
Dreiecke Dreiecke Fiinfecke Dreiecke
3 3 4 5 3
einer Ecke

15



Bausteine der Analytischen Geo
Spezielle geometrisch

T.2.10 orper

¢) Hexaeder und Oktaeder sowie Dodekaeder und Ikosaeder bil
ein duales Paar. Das Tetraeder ist zu sich selbst dual.

d) Esgilt: E+F=K+2

e) Die beiden Korpernetze fiir das Tetraeder sehen wi

Abb. 7 Netz 1 Tetraeder

f) Es gibt mehrere Mdglichkeiten

ktaeder

16 RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie
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Bausteine der Analytischen Geo

Losung der weiterfithrenden Aufgaben

1. a) Die Oberflache der hier dargestellten Korper setzt sich a

b)

18

gen Dreiecken zusammen.

In Abb. 2 ist eine regelmiBige dreiseitige Doppelpyfta
zwei Tetraedern besteht, dargestellt. Der in Abb

begrenzt, aber nicht an jeder Korpere
Kanten und Flachen vorhanden.
In Abb. 2 haben die drei Korperec

ten/Flachen. Da die Anzahl der
Korpers gleich der Anzahl
Korper kein Platonischer K
Analog ist bei dem in Abb. 3 dar
perecken die Anzahl
ecken des Oktaeders tre
zwei Ecken der beiden Tetra
Damit ist dic Al der Kanten

i allen Eckpunkten des
in Abb. 2 dargestellte

llten orper nicht bei allen Kor-
en gleich. An den Korper-
ier Kanten/Flachen zusammen und bei
sind es jeweils drei Kanten/Flachen.

t bei allen Eckpunkten des Kor-

, und der in Abb. 3 dargestellte Kor-

he vom Korper 2 setzt sich aus insgesamt 12 gleichseiti-
en zusammen. Somit gilt:

2
A, =12.[%-ﬁ]=3-a2-ﬁ

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie




Bausteine der Analytischen Geometrie:
Spezielle geometrische Korper

e) Korper 1 hat das doppelte Volumen eines Tetraeders, also
a’ a’
v,=2.\2=21\2
12 6
Fiir Korper 2 gilt: V, = Vg ie 72 Vieder » 150

3 3 3 3
3 12 3 6

V.3 2=t
6 2

2. a) Dualitét

Die Koordinaten der Eckpunkte @ s lauten somit:
(1) A(0]o[o), B(8|o[g
(2) Cliegt hinter B

= C(8[8[o
(3) D liegt hinter

4

Abb. 10

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie 19



Bausteine der Analytischen Geometrie:
Spezielle geometrische Korper

3. a) (1) Der Schwerpunkt S des Oktaeders liegt in der Mitteleben:

A,B,C,D, und es gilt: OS=0A, +0,5-A,C,
4 4) (4\] (4 0
0S=|01(+0,5-[|8|—-|0||=|0]+0,5-| 8
4) \4)| |4 0

0S= = S(4/4/4)

~ b~ b O

Esist S(4[4]4) (s.0)).

Die Umkugel geht durch
Umkugelradius ist somit glcTq
Mittelpunkt, z. B. dg

g mithilfe der Hesse’schen Koordinatenform der Ebene.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie 27
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Bausteine der Analytischen Geo

28

Lotfufpunktverfahren
Betrachtet wird der Punkt S und sein Abstand zur Ebe

dem Abstand des Punktes S zum Lotfullpunkt T
die Ebene E;. Zum Berechnen der Koordinaten
wird eine Hilfsgerade h, die durch den Punkt

Ebene E; zum Schnitt gebracht.

Die Gleichung der Ebene E, lautet:
4 4 0

X=[0|+15-|4|+s, | 4| mit eR eilaufgabe 2 f)
4 0 4

Da die Gerade h orthogonal luft, ist der

Normalenvektor nT tungsvektor der Geraden h.

4 1
h gilt dann: h: X=|4|+t-| -1
4 1

T =4+t
T+ 45, =4-t
+ 4.5, =4+t

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie



Bausteine der Analytischen Geometrie:
Spezielle geometrische Korper

Ordnen:

IV 4.1 -t=0 &
V 4.5+ 4.5, +t=4

VI 4-5,—-t=0

AusIVund VI = VII 1, =5, ‘

MitIV+Vund VIl = 12-1, =125, =4

. 1 4
und damit 1, =s, == bzw. t=—
3 3
1. 4.
L =S5 =3 in E; oder tzEm mSetzen:

e Koordinatenform (HKF)
tes S von der Ebene E,; kann auch iiber die HKF

1

alenvektor IT; =| —1 |erhélt man:

1
X, +X;—a=0
Setzt man die Punktkoordinaten von A ein, so folgt:
1-4-1-0+1-4—-a=0 = a=38
Die Koordinatenform von E, lautet: x, —x, +x,—-8=0
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Bausteine der Analytischen Geo

T.2.10

Inkugelradius R; gilt:

R, =d(S,E)) = ‘\/_
Alternative 2

Beriihrpunkt T der Tangentialebené.
auch der Schwerpunkt des Drei

Mittelpunkt M, der Kante A B, .

4\ (8 6
=l(0A+OB) Tlol+lall=2
2 2
4) 4 4
6) (4 2
istRK:‘S—Ml‘= 2|-l4lll=] 2 =vat+a=+8
4) |4 0
=2.42~2,828
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Spezielle geometrische Korper

(=3
N
~

-
2
~

Il
m|°’
=)
1l
W | —
—
NI
By
N
1
W | =
=
c

) R, =%-J§ =( ﬁj-

2,
2

Zusatzaufgabe

A

Ab
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