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Vom Parallelogramm zum Quadrat 

Zwei beliebige Vektoren a


 und  

b


 bestimmen im 3  immer ein  

Parallelogramm (Viereck, bei  

dem je zwei gegenüberliegende  

Seiten parallel sind). Um im  

Raum eine eindeutige Lage zu  

bekommen, muss aber ein Eck- 

punkt fest vorgegeben sein. 

 

Flächenberechnung eines Parallelogramms  

Satz: Es gilt:  ( )a b a b sin a, b× = ⋅ ⋅
      

Beweis 

1. Fall:  a 0 oder b 0= =
 

, dann ist 0 b 0 oder a 0 0× = × =
   

, also ergibt 

sich auf der linken wie auf der rechten Seite der Wert 0. 

2. Fall:  a 0 und b 0≠ ≠
 

: 

( ) ( ) ( )

( )

2

2 3 3 2
2 2 2 2

3 1 1 3 2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

1 2 2 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 3 2 3 3 2 3 2 3 1 3 1 1 3 1 3 1 2

2 2

1 2 2 1 2 1

a b a b

a b a b a b a b a b a b a b a b a b

a b a b

a b 2a b a b a b a b 2a b a b a b a b

2a b a b a b *

− 
 

× = − = − + − + − 
 − 

= − + + − + +

− +



 

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )

( )

2

22 2 2 22 2 2 22

22

22 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3 3 1 3 2 3 3

2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 1

a b
a b sin a, b a b 1 cos a,b a b a b

a b

a a a b b b a b a b a b

a b a b a b a b a b a b a b a b a b

a b a b a b 2a b a b 2a

= ⋅ − = −

⋅

= + + + + − + +

= + + + + + + + +

− + + + +

             

( ) ( )1 3 3 2 2 3 3b a b 2a b a b *+ =
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Aufgaben 

1. Gegeben ist der Punkt ( )A 3 3 4−  und die Vektoren: 

1

u 2

3

− 
 

=  
 
 


 und 

2

v 0

1

 
 

=  
 − 


.  

Durch diese Angaben wird eindeutig ein Parallelogramm ABCD bestimmt, 

indem man den Anfangspunkt der Vektoren in A wählt. Berechnen Sie die 

Koordinaten der Punkte B, C und D. 

2. Gegeben sind die Punkte ( )A 3 1 0− , ( )B 1 2 2  und ( )C 1 0 2− . Er-

gänzen Sie das Dreieck ABC durch einen vierten Punkt D so, dass ein Paral-

lelogramm entsteht.  

Hinweis: Es gibt für die Lage des Punktes D verschiedene Möglichkeiten. 

3. Gegeben sind die Punkte ( )A 8 4 1− − , ( )B 7 8 17  und 

( )C 7 16 15 .− −  Bestimmen Sie einen Punkt D so, dass das Viereck ACDB 

eine Raute ist und berechnen Sie den Abstand h paralleler Rautenseiten. 

4. Gegeben sind die Punkte ( )A 2 1 3− , ( )B 4 1 2− −  und ( )C 3 3 1− . 

Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC gleichschenklig-rechtwinklig ist und be-

stimmen Sie die Koordinaten des Punktes D so, dass das Viereck BDCA ein 

Quadrat ist. 
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Kompetenzprofil 
 Niveau: grundlegend 

 Fachlicher Bezug: Analytische Geometrie 

 Kommunikation: Lösungsansätze diskutieren, Ergebnisse reflektieren 

 Problemlösen: Beweis führen, vernetztes Denken 

 Modellierung: räumliche Vorstellung, Modell entwickeln 

 Medien: CAS-Rechner 

 Methode: Einzelarbeit, Lehrervortrag 

 Inhalt in Stichworten: Parallelogramm, Raute, Quadrat aus Sicht der Analytischen Geo-

metrie 

Autor: Carlo Vöst 

 

 

 

Lösung 

1. 

3 1 2

b 3 2 1

4 3 7

−     
     

= − + = −     
     
     


 

2 2 4

c 1 0 1

7 1 6

     
     

= − + = −     
     −     


 

3 2 5

d 3 0 3

4 1 3

     
     

= − + = −     
     −     


 

Also sind die Eckpunkte des Parallelogramms: 

( )

( )

( )

( )

A 3 3 4

B 2 1 7

C 4 1 6

D 5 3 3

−

−

−

−
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A B

C

D
1

D
2D

3

2. Prinzipiell gibt es hier 3 verschiedene (gleichwertige) Lösungsmöglichkeiten 

für mögliche Parallelogramme, wie die Abbildung zeigt. 

( )1d a b c

3 1 1 3

1 2 0 1

0 2 2 4

= + −

        
        

= − + − =        
        −        

   

 

( )2d b c a

1 1 3 1

2 0 1 3

2 2 0 0

= + −

  −       
        

= + − − =        
        −        

   

 

( )3

3 1 1 3

d a c b 1 0 2 3

0 2 2 4

        
        

= + − = − + − = −        
        − −        

   
. 

3.  ( ) ( ) ( )
2 2 2

AB 7 8 8 4 17 1 25= + + + + − =  

( ) ( ) ( )
2 2 2

AC 7 8 16 4 15 1 25= + + − + + − − =

( )d b c a

7 7 8 22

8 16 4 4

17 15 1 1

 = + −

 −        
        

= + − − − = −        
        −        

   

 

( )D 22 4 1−  

Raute ACDB

Raute ACDB

F
F AB h h

AB
= ⋅ ⇔ =  
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