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Verfahren zur Losung linearé gssysterfe, Kollinearitat und Komplanaritdt von

Vektoren und Lagebeziehung kten, Geraden und Ebenen — mit diesem

Stationenzirkel bereiten sich Ihreqghiiler ideal auf das Abitur vor. Die Ubungsaufgaben
; ' kdnnen sie im Sinne einer Binnendifferenzierung

pesschwachere als auch leistungsstéarkere Schiiler
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Lernzirkel zur Analytischen Geometrie

Fachwissenschaftliche Einordnung
Lineare Gleichungssysteme (LGS) sind aus der Medizin, der Technik sowie aus
tur- und Wirtschaftswissenschaften einschlieBlich ihrer Anwendung s5& j
zudenken und nehmen dort einen festen Platz ein. Sie sind als Hil

Methodisch-didaktische Hinweise
Die vorliegende Unterrichtseinheit is
chungssysteme bei der Unter-
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Zur Ubung und Festigung sowie als Lernerfolgskontrolle erfolgt die Bearbeitung

einer Unterrichtsstunde
durchlaufen wird. Je nach Leistungsstd U iese Zeit auch verkirzt
werden. Aufgaben, die nicht geschafft werden @ e fertigzustellen.
Tippkarten bieten Hinweis abe. Sie stellen Losungshinwei-
se dar, ohne dass die Losung genommen wird. Die Schiiler konnen hier

nachlesen, wenn sie A

bination und Komplanaritdt von Vektoren

ischen geometrischen Objekten (Punkte, Geraden und Ebenen)
ensionalen Raum

ungen bei Gleichungen

ene und inhomogene LGS
nd tUberbestimmte LGS
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e Loésungsverfahren (Einsetzungs-, Gleichsetzungs- und Additions-, GauR3-Verfaiffe
e LOsungsmenge eines LGS

Hinweise zum Arbeitsablauf fiir die Schiiler

e Es gibt vier Stationen, die von jedem Schiiler/jeder Zweiergruppe zurdurchla
sind.

» Jede Station besteht aus zwei Aufgaben.

« Bei Aufgabe 1 sind Vektoren auf lineare Abhangigkeit (Kolli
naritat) zu untersuchen.

e Bei der Losung von Aufgabe 2 miissen Sie jeweils Ihre Ken

Ebene /Ebene anwenden.
» Bearbeiten Sie die zwei Aufgaben einer Station j

» Ldsen Sie die Aufgaben jeder Station in Ein

e Fir das Losen der Aufgaben ein ik eine Unterrichtsstunde vor-
gesehen. Aufgaben, die Sie in dfes
fertigstellen.

»  Wenn Sie nicht weiterkorgm

@

mittleres Niveau schwieriges Niveau

Dieses Symbol markiert Zusatzaufgaben.
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M1 Lineare Gleichungssysteme (LGS) — Info

Lineare Gleichungssysteme (LGS) mit mindestens einer Variable
Die Gleichung 7x,—8x,+9x;=10 ist eine lineare Gleichung, weil die
X;, X,, X5 nur in der ersten Potenz vorkommen. Die Zahlen 7, — 8
zienten (Beizahlen) der Variablen x,, X,, X5 . Die Zahl 10 (recht
das sogenannte absolute Glied der Gleichung.

Ein LGS besteht aus m Gleichungen mit m>2 und n Vgriable
ay X, +a, X,+...+3, X, =b;
Ay X, +3y, X, +...+a =b,

2n “'n

A Xy +a, X, +...+3,, X,=b,

Die L6sungsmenge L eines LGS mit n = jablen ist ein ngfupel von Elementen, das

ordnete Liste von n Zahlen,

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. Il
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M 2 Verfahren zum Losen eines LGS — Info

Aquivalenzumformungen

eindeutigen Losung eines LGS mit n Variablen sind mindestens n
hangige Gleichungen notwendig. Zwei Gleichungen sind unabh3

@ Zum Ermitteln der Losungsmeng
formungen anzuwenden:

g 1. Vertauschen der Reihenfolge der Gleic
© 2. Multiplikation beider Seitgmeei i weiner von null verschiedenen Zahl
3. Addition (Subtraktion) de Ssainer Gteichung zu einer anderen

it dem GauR-Verfahren oder dem GauR-Jordan-Verfahren.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. I
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M3  Einsetzungsverfahren

Eine Gleichung des LGS wird nach einer der Variablen (oder einem geeignetgh Vielfachen

Beispiel:
Gegeben sei das LGS:
I 2x,+3x%x,=12
h2x,—x,= 4
Aus Il 2x, =X, =4 = Il X,=2x, -4
lIlin I einsetzen:
2%, +3-2x,—4)=12
2X, +6x,-12=12
8x,=2b=x,=3

X, =3in eine der Ausgangsgleic tx, =2.

Damit lautet die Losungsm {(312)}.

Maglich wére auch:

Aus Il 2x, =X, =

b+Xx,+3x,=1 X, =2
X, = 2 in eigasder Ausg eichungen einsetzen liefert x, =3.

liesem Weg die Losungsmenge L = {(3 | 2)}.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. Il

© RAABE 2020



© RAABE 2020

X.2.8 » Miindliche Abiturpriifungen » Fragen zur Analytischen Geometrie 7 von 58

M4  Gleichsetzungsverfahren

Beide Gleichungen werden nach derselben Variablen (oder einem geeignglen Vielfa-

chen) aufgeldst. Durch Gleichsetzung erhalt man dann eine Gleichung mit nur iner

Variablen.

Beispiel:

Gegeben sei wieder das LGS:
I 2x,+3x%x,=12
Ih2x,—x,= 4

Ausl 2x,+3x,=12 = Il 2x,=12-3x,

Ausll 2x,— X, =4 = IV 2x,= 4+X,

Gleichsetzen von Il und IV:

12-3x,=4+X, & 8=4X, = X,=2

X,=2 in IV einsetzen: = x, =3

Damit lautet die Losungsme

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. I
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M5 Additions- bzw. Subtraktionsverfahren

en) schafft
ei Ad-

Durch Multiplikation (oder Division) einer Gleichung (oder beider Gleich

man entgegengesetzte gleiche (oder identische) Koeffizienten einer Variab
dition (Subtraktion) beider Gleichungen fallt dann eine Variable her,
eine Gleichung mit nur noch einer Variablen.

Beispiel 1:

Gegeben sei wieder das LGS:
I 2x,+3x,=12
2x,—x,= 4

Die Subtraktion | - Il liefert: 4x,=8=x,=2.
X, =2 in eine der Ausgangsgleichungen einseffen liefert x, =3.
Damit lautet die Losungsmenge L = {(3 | 2)}.

Beispiel 2:

Gegeben sei das LGS:
I 5x,+3x,=21

I 7x, +8x,=37

Gleichung I wird mit 8 multipl
N 40x, +24x,= 168
IV —21x, —24

ng Il mit (=3) und es ergibt sich:

Die Addition Il +1 t: 19x, =57=x, =3.
X, =3 ig Ausga ichungen einsetzen ergibt x, =2.

pgsmenge L = {(312)}.

ditiongBubtraktion) zweier Gleichungen findet des Weiteren Anwendung
eim Losen von LGS mit mehr als zwei Variablen mithilfe des GauB-Verfahrens.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. Il
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M6 LGS in Matrix-Vektor-Form

Die Matrix-Vektor-Form eines allgemeinen LGS lautet: &
a1 A, %3 o A | (%) (B

H1 % B3 o A |12 | %

350 33y A3z o A3 X5 1=|bg :

a a a ... a X b
ml m2 "m3 mn n m

oder kurz: A-X=b
Ein LGS wird homogen genannt, wenn b=0 gilt, a

© RAABE 2020
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M7 Das GauR-Verfahren — Info

Das GauRB-Verfahren

Koeffizientenmatrix (A | b) durch elementare Zeilenumformungen
ecksmatrix um. Eine obere Dreiecksmatrix ist eine quadratisch
unterhalb ihrer Hauptdiagonale alle null sind. Dabei ist es
chungen zundchst zu vertauschen. Die Losungswerte erge

Beispiel:
I 1 2 =2 -1
Il 2 0 1
Il 3 -1 0
I 2 =2 -
v —4 5
+
v =7 6 4

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. Il
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M 8 Das GauR-Jordan-Verfahren

sungswerte lassen sich dann direkt aus den letzten Gleichungen ablesen

Beispiel:

I 1 2 2| -1 l-(=2) [-(=3)
+
I 2 0 1 5 4—_|
1

Il 3 -1 0

© RAABE 2020
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M9  Wiederholung zu LGS
Aufgabe Wh1

Priifen Sie, ob das LGS losbar ist. Wenn ja, geben Sie die Losungsmenge an.

I 3x, — 4x, = 10

Il 2%, — 3x, = -1
Aufgabe Wh2

Gegeben ist folgendes LGS:

I 3%, — 2%, + 5x; = 10
I - 4Xx 2

3X, =
m - 2x, - x -
a) Geben Sie das LGS in Matrix-Vektor-Form
b) Bestimmen Sie die Losungsmenge des,LGS GaulS@¥erfahren.
@ Aufgabe Wh3
Losen Sie das LGS aus Auf; i aul8-Jordan-Verfahren.

© RAABE 2020
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M 10 Kollinearitat und Komplanaritat

Kollinearitat
Zwei Vektoren 3 und b sind genau dann kollinear (linear abhangig),

beiden Vektoren ein Vielfaches des anderen ist:

a=r-b mit r=0 bzw. b=s-a mit s=0.

Geometrisch bedeutet das, dass die Vektoren (anti-)parallel
gleiche oder genau entgegengesetzte Richtung.
Kollinearitat steht im Zusammenhang mit dem Begriff
Zwei Vektoren 3 und b sind genau dann kollinear (lin
Zahlen r und s gibt, sodass gilt:
r-a+s-b=0 mitr,s=0.

toren 3 und b nicht kollinear, also linea

Beispiel:
Es ist zu prifen, ob die beiden Vektor
Losung:

a=r-b

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. I
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M 11 Komplanaritat

Alternativ gilt fiir die Uberpriifung auf Komplanaritat folgend
Drei Vektoren @, b und ¢ sind genau dann komplanar, we
und t gibt, sodass gilt:

r-a+s-b+t-c=0 mitr,s,t=0.

Existiert fuir die Vektorgleichung nur die triviale Logung r= 0, so sind die drei Vek-

toren @, b und ¢ nicht komplanar.

Beispiel: 2 2
Sind die Vektoren a=| 3 |, b=| -1 r?
. 1 1
Losung: S
-2 2) (2 5
r-{ 3 |+s-|-1|=|1 g
1 1 3 )

Aufspalten = LGS:
| —2r+2s=2
I 3r —s=1
M r+s=3
H+Il= 4r=¢

= s=2.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. Il
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M 12 Wiederholung zu Kollinearitat und Komplanaritat
Aufgabe Wh4
Untersuchen Sie, ob die beiden Vektoren
-3 3
a=| 2 und b=|-2

kollinear sind.

Aufgabe Wh5
Zeigen Sie, dass die Vektoren

-3 1 1 \
a=| 0|, b=|1|und c=|1

1 0 1
nicht komplanar sind.

&

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. I
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M 13 Lagebeziehungen zwischen Punkten, Geraden und
Ebenen

Punkte
Die Lage eines Punktes bezlglich einer Geraden bzw. Ebene ka
Punktprobe feststellen:

Gerade / Gerade — Gerade / Ebene — Eben
Die Lagebeziehung zweier geometrischer Ob benen) kann alge-
braisch durch Gleichsetzen der beiden werden (Schnittpunkt-
bestimmung). Je nach Art der geometrisc

bestimmt sein. Uber die Lésung de n eine Aussage zur gegenseitigen

oren der

O

missen zusatzlich die Rich
werden, um entscheiden zu k
sind.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. Il
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M 14 Wiederholung zu Lagebeziehungen

Aufgabe W6
Untersuchen Sie, ob der Punkt P auf der Geraden liegt.
-1 1
P(21-31-3), g x=| 2|+r-|=2];reR
3 -3

Aufgabe W7
Im folgenden Luckentext sollen die Lagebeziehungen vgl Punkt, undfebene zu-

einander uberprift werden. Fiillen Sie die Leerstellen des

a) Punkt/ Gerade in der Ebene
Mithilfe der i ge eines Punktes be-

ein. Aufspalten mit

ablen. Das LGS ist

bestimmt. Die gefundene Gleichungen erfiillen.

aden, wenn das LGS ist.

b) Punkt / Gerage odi ioljalen Raum

kann die Lage eines Punktes be-

2lt werden. Dazu setzt man die

Aufspalten der Vektorgleichung liefert ein mit

Variablen. Das LGS ist be-

. Die gefundene LOsung muss Gleichungen erfiillen. Der
Mot genau dann auf der Geraden, wenn das LGS ist.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. I
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¢) Gerade/ Gerade in der Ebene

Die beiden Geradengleichungen werden . Aufspatten der

Vektorgleichung liefert ein mit Gleichungen

Variablen. Die beiden Geraden schneiden einander in einem P

Losung hat. Sie sind

(fallen  zusammen), wenn das LGS

le Losungen besitzt. Wenn das LGS nicht

ist, dann sind die Geraden

d) Gerade / Gerade im dreidimensionalen Ra

Die beiden Geradengleichungen

Aufspalten der  Vektor mit

Gleichungen und
bestimmt. Die gefundene Los Gleichungen erfiillen.
Die beiden Geraden schneiden eina in ei , wenn das LGS

(fallen zu-

sammen), wenn das L viele Losungen besitzt. Wenn

das LGS nicht , dann schneiden sich die Geraden nicht

und ihre missen zusatzlich auf li-

neare gepriift werden. Sind die Richtungsvektoren

linear , dann sind die Geraden

zuei sie zueinander.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. Il
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e) Gerade / Ebene

Geraden- und Ebenengleichung werden

spalten der Vektorgleichung liefert ein mit

und Variablen. Die Gerade durchstoRt (

Ebene, wenn das LGS

,soverlduft die Gerad

das LGS eine Losungsmenge, dann lie

f) Ebene/Ebene

Die beiden Ebenengleichungen werden

. Auf-

spalten der Vektorgleichung liefert ein

und Variablen. Das LGS is
moglich, dass das LGS

Besitzt das LGS

© RAABE 2020

Gleichungen
stimmt. Es ist also un-
Losung hat.

dann sind die beiden Ebenen
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Station 1: LGS 1 mit einer Variablen — LEK &

@ Aufgabe 1

Stellen Sie fest, ob die beiden Vektoren kollinear (linear abhdngig it kollin

sind.
1,6 -
(3 (2
-2,0 -3,5
4 -6
d \

a) AQ213)
b) A(312), -113)
o AlI1113 41315)
d) A= P(OI-211)
men oordinatengleichung der Form ax, +bx, =c fiir die Gerade g mit

r Parametergleichung:
r(g) reR

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. Il
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Station 2: LGS 2 mit zwei Variablen — LEK

Aufgabe 1
Zeigen Sie, dass der Vektor ¢ als Linearkombination der beiden Vektoren @ un
gestellt werden kann.

®. (5

Aufgabe 2

a) Untersuchen Sie, ob die Punkte P und

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. I
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Station 3: LGS 3 mit drei Variablen — LEK

Aufgabe 1

a) (n + 1) nicht parallele Vektoren sind im n-dimensionalen Ragm imm
@ abhangig, denn man kann stets einen dieser Vektoren al

der anderen darstellen.
Zeigen Sie dies beispielsweise fiir den Vektor &, der
Vektoren b, ¢ und d dargestellt werden kann.

31+t-] 1] s,telR
-1
-3

2|+t-] 3| s teR
3 3,5

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. Il
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Station 4: LGS 4 mit vier Variablen — LEK

@ Aufgabe 1

(n + 1) nicht parallele Vektoren sind im n-dimensionalen Raum immer linear a

denn man kann stets einen dieser Vektoren als Linearkombinatio
stellen.
Gegeben sind die folgenden Vektoren aus dem R*:

0 -1 1 1
-1 - | =2 -1 - 0
a= , b= , C= , d= ,
2 1 1 2
-1 0 -1 -2

Zeigen Sie dies beispielsweise flr den Vektor 3,fer als Linearkom ion der Vektoren

b, ¢, dund & dargestellt werden kann.

Aufgabe 2

Prifen Sie, welche Lagebeziehung di ueinander haben. Geben Sie im

1;rselR,
1

-1
-1[;t,ueR
2

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. I
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Tippkarten (Seite 1)

Station 1, Aufgabe 1: Tippkarte 1

Zwei Vektoren sind genau dann linear
abhangig (kollinear), wenn einer der
beiden Vektoren als Vielfaches des
anderen dargestellt werden kann:
a=r-b bzw. b=s-3.

3=r-b, reR kén
aufstellen.

Station 1, Aufgabe 1: Tippkarte 3

rte 4

Sie erhalten ein LGS mit einer Variab-
len.

eindeutig l6s-

Station 1, Aufgabe 1: Tippkarte 5

Die Vektoren sind genau dann
abhdngig, wenn das LGS lésbar ist.

n Sie die Parameterform der
Geradengleichung. Wahlen Sie dazu

’ als Stiitzvektor den Vektor OA

nd als Richtungsvektor den Vektor
AB.

Station 1, Aufgabe 2: Tippkarte 3

Mithilfe einer Punktprobe stellen Sie
fest, ob der Punkt P auf der Geraden

g, liegt.
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