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Uber Kegel, die eine Kugel enthalten
Oberstufe (Niveau)
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Einstieg und methodische Hinweise

M 1 Ideen zur mathematischen Modellierung

M 2 Aufgaben

Losungen

Die Schiiler lernen:

tellen,
ionen und logische Schliisse zu entwickeln,
s anzuwenden,

— Mathematische Modelle fiir einre
— Uberschaubare mehrschrittige Argume
— Strategien zur Losung ei omplexeren

— verschiedene Losungsweg&Qg U teiimilen,
— digitale Mathematikwerkzeuf augfliws
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Uberblick:

Legende der Abkurzungen:
Ab = Arbeitsblatt

Thema Material Method

Informationen und Modellierung M1

Aufgaben M 2

Erklérung zu Differenzierungssymb

O L)

einfaches Niveau mittleres

@ Dieses Symbol

iert Zusatzaufgaben.
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Uber Kegel, die eine Kugel enthalten

Einstieg:

Konfrontieren Sie Ihre Schiilerinnen und Schiiler® mit
folgendem Problem (Lehrervortrag mit Demonstra-
tionsexperiment):

In einem vollstandig mit Wasser gefillten Kegel mit
der Hohe h = 10,0 cm und dem Grundkreisradius
s =5,0 cm liegt eine Kugel. Die Kugel ist so beschaf-
fen, dass sie den Kegelmantel und auch die Wasser-
oberflache beriihrt.

Wie hoch steht das Wasser im Kegel, wenn ma§f die

Kugel entfernt?

Geben Sie zundchst einen Schatzwert an.

Modell eines Hohlkegels wird > ich inJast jeder Sammlung mathematischer
Lehrmittel der Schule finden.

B en der besseren Lesbarkeit wird im weiteren Verlauf nur noch ,Schiiler” verwendet.
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In der Phase der Ideensammlung kann die Methode der ,Platzdeckchen” hilfrei

Die Klasse/der Kurs teilt sich dafiir in Vierergruppen auf.

Jede Gruppe erhdlt ein DIN-A3-Blatt,
das in vier duBBere Felder und einen zen-

tralen Bereich eingeteilt ist.

Jedes Gruppenmitglied notiert zundchst
in Stillarbeit in seinem duReren Feld sei-

ne eigenen Ideen. Danach wird das Blatt
gedreht, sodass jeder die Notizen der an-

deren Gruppenmitglieder lesen kann.

SchlieBlich einigt man sich in der Gruppe
auf die Ideen, die man fiir besonders , fruc e in das mittlere Feld ein.
Im Anschluss werden die Ideensammlu lichen und zu einer ,Be-

arbeitungsstrategie” zusammengef

earbeitdng des Problems kann aber auch in Partner-
i oin gezieltes Lehrer-Schiler-Gesprach erfolgen.

oder weiterer Grupghe
Welche der Auf @ 20 @rden, das hdngt von der Jahrgangsstufe und auch
von den zur Verfug Stehenden digitalen Mathematikwerkzeugen sowie der zur Ver-

meldung notwendig und auch auf dem Smartphone verwendbar):
echner: https.//www.geogebra.org/cas
s.//www.geogebra.org/classic

nungen und DGS-Bilder im Beitrag wurden zum Teil mit TI-Nspire erstellt.
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M 1 Ideen zur mathematischen Modellierung

Der Sachverhalt ist gegeben als ein auf der Spitze stehender ge-
rader Kreiskegel mit der Hohe h und dem Grundkreisradius s mit
seiner Inkugel, die einen Radius r hat.

Nitzlich zur Veranschaulichung ist ein Achsenschnitt, der ggf. in

ein kartesisches Koordinatensystem gelegt wird. © Dr. Wil e
Im Achsenschnitt ergibt das Modell ein O EE
gleichschenkliges Dreieck mit einem 12
Inkreis. & M 2(of0)
Der Radius des Inkreises steht senk-
recht zu den Dreiecksseiten. ; :
Radius und Beriihrpunkt lassen sich T
mithilfe der Analysis bestimmen:
Y

1T 23 4567 090

Die Gerade g, _ist Tangente ag den Kreis k lassen sich Funktions-
gleichungen angeben. Im Pu nkt von g und k, mussen die Funk-
tionswerte und die Anstiege b Der Punkt T liegt auf dem unteren, zu
k gehorenden Halbkre gel aus dem Kegel entfernt wird, dann bleibt ein
Restvolumen, das der Volumina von Kegel und Kugel ergibt.
Die Volumina ve en sich durch bekannte Formeln berechnen.

Da man , kann daraus die Hohe des Wasserstandes berechnet

werden
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Alternative Losungsideen:

Elementargeometrisch:
Im Achsenschnitt kommen dhnliche Dreiecke vor. In dhnlichen Dreiecken stehe
gen einander entsprechender Seiten im gleichen Verhdltnis.

Mithilfe analytischer Geometrie:
Der Mittelpunkt des Inkreises ist der Schnittpunkt der Winke[albierenden.

gegeben werden.
Auch die Mittelsenkrechte des Dreiecks ist ein

Mithilfe der Analysis:
Denken Sie sich dazu den m: N, *Konorukt_n 3
Achsenschnitt um 90° ge- 3

dreht und geeignet verscho-
ben, so wie es die nebenstes
hende Abbildung zeigt.

Der Inkreis und die Gerade g,

ber(hren sich tangent

© Dr. Wilfried Zappe
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M 2 Aufgaben

@ Aufgabe 1, Konstruktion und Auswertung eines Achsenschnj

Konstruieren Sie mit einer
Dynamische-Geometrie-Soft-
ware (DGS) den Achsen-
schnitt eines auf der Spitze
stehenden geraden Kreiske-
gels mit der Héhe h = 10 cm
und dem Grundkreisradius
s =5 cm mit seiner Inkugel,
die einen Radius r hat.

Beschreiben und begriinden

3 456 7 8 91

>
0

Sie die Konstruktion. © Dr. Wilfried

Entnehmen Sie Ihrer Konst-
ruktion einen Messwert fiir den Ra

© RAABE 2020
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Aufgabe 3, Schiilerexperimente
Bauen Sie einen Kegel mit der Hohe h = 10 cm und dem Grundkreisradius
etwas starkerem Papier. Beschreiben Sie Ihr Vorgehen.

die Berlihrbedingungen der Aufgabe erfillt (eine Inkugel ist).
Fillen Sie den Kegel, der die Kugel enthalt, vollstandig mit Sal

dem Glatten der Oberfldche des Schittgutes, um wie viel Z
lung abgenommen hat. Vergleichen Sie Ihren Messwerinit de
Wert.

Flhren Sie eine Fehlerbetrachtung durch.

Aufgabe 4, Radius der Inkugel bei
Untersuchen Sie (etwa mit verschieden
wie groR der Radius r der Inkugel hochstens
h hat und der Grundkreisradius s v,

@ Aufgabe 5, Berechnung des
Inkugelradius:

Berechnen Sie, welchen Grun€

oder ErgZ ‘Q Bedingung]

Aufgabe 6, eren durch Weglassen der Bedingung ,, Inkugel”:
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@ Aufgabe 7, Variieren durch Verdndern der Gefé3form:

Gegeben sei ein Weinglas, dessen EEREEAREY Konstuktion 4 rap [i] X
Kelch einen parabelférmigen Ach-
senschnitt hat (siehe Zeichnung).
In dem vollstandig mit Wasser
gefiillten Glas liegt eine Kugel,
die die Wand und die Wasser-
oberflache beriihrt.

Welche Gleichung hat die Parabel?
Welchen Radius hat die Kugel? 09 8 5 £ i 3 - :
Wie hoch steht das Wasser in
dem Glas, wenn man die Kugel © Dr. Wilfried

123456 7 8

entfernt?

@ Aufgabe 8, Variieren durch ei dere ,Blickrichtung” auf den
Sachverhalt:
Eine Kugel mit dem Radius r =

gel mit minimaler Oberflache u !,' gssen §

den Kegelmantel ung undflachi@des Kegels beriihren, also die

Inkugel des Kege

Hinweis:

Ver ie flir'g gabe einen CAS-Rechner. © Dr. Wifried Zappe
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