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Spiegelurfgen kann man Matrizen beschreiben. Geometrie
e plinen. Einerseits konnen lhre Schiler Berechnun-
izen geometrisch beschreiben. Andererseits lassen sich geo-
3¢rechnungen bzw. Abbildung darstellen. Bei Drehungen
L bei d€n Berechnungen mit entsprechenden Matrizen erkennt

ischer Rechenoperationen mit Zahlen nicht das Kommutativ-
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Uberblick:

Legende der Abkurzungen:

Ab = Arbeitsblatt Tipp = Hinweise
Thema Material tho
Die Caesar-Verschliisselung M1 Ab
Rechnen modulo 31 M2 TA
Drehmatrizen M3 Ab
Drehung mithilfe von Matrizen M
Ubungsaufgaben 5 Ab
Die Caesar-2-Codierung M b
Die Spiegelung mithilfe von Matrizen Ab
Ubungsaufgaben mit Matrizen M8 Ab
Gestufte Hilfen zu den Aufgaben M9 Tipp
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tleres Niveau schwieriges Niveau

Dieses Symbol markiert Zusatzaufgaben.

grehungen, Spiegelungen, Matrizen, Caesar-Kodierung, Modulo-
Rechnung, BogenmaR, Vektor, Sinus, Kosinus

GTRICAS, GeoGebra

en:  Mathematisch argumentieren und beweisen (K1), Probleme mathe-
matisch l6sen (K2), mathematisch modellieren (K3), mathematische
Darstellungen verwenden (K4), Kommunizieren (Ké)
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Kryptografie — Hinweise

Berechnungen bzw. Abbildung darstellen. Bei Drehungen und
bei den Berechnungen mit entsprechenden Matrizen erkennt m

Mithilfe der Unterrichtssequenz lasst sich die Rechn
Nebeneffekt ergibt sich eine Erkundung der Mod auf anschauliche Art.

und diskutiert werden.

Vorbereitung zur Binnendifferenzier
@ Laminieren Sie die Tipp-Karten zu den ArSQitsbld und legen Sie sie auf dem
llten Thren Schiilern zur Ver-

lichen Tippkarten hingegen silals Hilfe fi gsschwachere Schiiler gedacht, die
ansonsten mit den Aufgaben
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Aus demselben Grund sollten Sie nach dem Lésen der Aufgaben 1 und 2 des
M 2 lhre Schiiler die Tabellenergebnisse vergleichen lassen. Auch bieten sich
me Phasen an, um die Sozialform (von Partner- zu Gruppenarbeit oder
wechseln.

Einzelarbeit, Partnerarbeit oder Gruppenarbeit?
Die folgende Tabelle gibt die moglichen Arbeitsformen an. Hier,

sowie Computer-Algebra-Systeme (CAS) lasse
setzen. Da GTR oder CAS haufig — wenngleich r Uber das Handy —

zur Verfligung stehen und die Schiiler dj Medi i wahlen kénnen, wurde

Material M1 M5 §
Aufgabe 1 2 1 2 30 3
©

Arbeitsform

@& 0O e

DGS notig

Material

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. Il



© RAABE 2020

C.1.12 » Lineare Gleichungssysteme » Matrizen und Determinanten 3von 32

M1 Die Caesar-Verschliisselung

Das Thema ,Verschliisselung” ist nicht erst seit E-Mails und Online-Bankig&, sondern

Allgemein lasst sich der Verlauf in einem Codie-
rungs-System darstellen durch:
Klartext—2=eL_; Geheimtext —2erershlsel_, artext
Man bendtigt hierbei e
Klartextalphabet, Geheimtextalphabet,
Menge der Schlissel,

Verschliisselung, Entschliisselung.

Bei der Caesar-Verschliisselung wird jeder B

be um einen vorher festgelegten Wer,

Abb. 1: Schon Gaius Julius
Caesar (13. Juli 100 v. Chr. — 15.
Mdirz 44 v. Chr.) verwendete Ver-
angig schliisselungsalgorithmen.

© ViewApart/iStock/Getty Images Plus

man weil, um wie viel die jeweili§
verschoben wurden
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@ Aufgabe 1

Wenn man sich nicht aufschreiben mochte, welche Buchstaben bei der

fen. Eine solche Scheibe besteht eigentlich aus zwei Scheiben, die

Alphabets und ein paar weitere Zeichen enthalten und gegenei

kénnen (siehe Abb. 2).

a) Beschreiben Sie das Caesar-System zunachst anschaulic
Caesar-Scheibe.

C|/A E |S

F D H |V

b) Falls Sie mit dem Verfahren noch nie
Wort (z. B. ,CAESAR”) zunéchst mit

chlisseln Sie nun ein
ingestellten Schliissel

und dann mit einem beliebig gewdhlten SCI . rch Verdrehen der dulBeren
Scheibe in eine andere feste Z taben, die spater auch als Zahl
zwischen 0 und 30 abgekdirzt wi soll versuchen, das Wort zu
entschlisseln.

c) Tragen Sie Ihre Beschrej

ADD: aesar-Scheibe: Klartextbuchstaben: innen, Geheimtextbuchstaben: aufSen
Grafik: © Dr. W. Zettlmeier
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M2 Rechnen modulo 31

Um das Verfahren richtig zu verstehen, sollte man es (mindestens) ein
durchgeflhrt haben, auch wenn es ganz schon aufwendig werden kann, we
nen ldngeren Text von Hand ver- oder entschliisseln mochte.
Zum Gluck gibt es fur solche Arbeiten heutzutage Computer.
Die Arbeit mit der Caesar-Scheibe kann recht einfach mithilfe,
gestellt werden, was durch diese Aufgabe vorbereitet wird:

Leerzeichen fiir Nachrichten sollen beginnend mit de nkt (110)
gleichmaRig gegen den Uhrzeigersinn auf einem Krej

@ Aufgaben

1.
a) Bestimmen Sie die Koordinaten de
genau und tragen Sie sie in die Zeilen ,

b) Tragen Sie die Koordinaten d

besitzen die Punkte der Buchstaben, wenn die duBere Scheibe
en Scheine um £ =1 (¢ =3, /=17, {=31) Buchstaben gegen

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. I
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Hinweise:

2
1. Notieren Sie die eingesetzten Werte als Vielfache von 3—1[ (vgl. Aufga
) . 21, . 2n .
2. IndenPunkten stehen die Koordinaten (cos k 31 |sin| k-— ef

der Sinusfunktion und der Kosinusfunktion wieder bei k

Folgenden werden wir sie auch entsprechend als X b en. Man nennt x =

den Ortsvektor zum Punkt P(x, | x,). C

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. Il

31
Geht man von k = 30 noch einen Schritt weiter, so fangt ma und jodizita
an.
X
3. Bei den Zahlentupeln [le handelt es sich um eige Dar g von \AKktoren. Im
2 N X,
XZ

© RAABE 2020
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M 3 Drehmatrizen

Mithilfe von Matrizen lasst sich eine Drehung mathematisch beschreiben. Wghin wir also
eine Matrix (die Drehung) auf einen Vektor (einen Buchstaben) anwenden, e wir

einen anderen Vektor (den verschliisselten Buchstaben).

@ Aufgabe 1

a)

-1 0
o meP )

0 1
o a5 o)
ol 0

Beschreiben Sie die Wirkung de
Multiplikation auf die Ortsvektoren
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b) Mit den Punkten (110) und (011) sollen Drehungen von Hand oder mithilfe 4
DGS durch Matrizen dargestellt werden.
Mithilfe welcher Matrix ldsst sich eine Drehung beschreiben? Fiihren Si

Winkel ln und En durch.
8 9

Uberpriifen Sie Ihr Verfahren mithilfe der Ergebnisse aus Aufg

Wie wir gesehen haben, lassen sich Codierungen mithilfe von
Codieren reicht jedoch nicht aus, man muss die empfangene

um den Text lesen zu konnen. Fiir uns bedeutet dies, dig Dre

@ Aufgabe 2

Bestimmen Sie die Umkehrung einer Drehung yf den Winkel

© RAABE 2020
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M 4  Drehung mithilfe von Matrizen

(2 x 2)-Matrizen.

@ Merke: Eine (2 x 2)-Matrix ist eine Sammlung
a

a11.3;,,3,,3,, € R, dargestellt durch A =[ "
aZl

Beachten Sie, dass die erste Zahl im Index fir
die Spalte stehen, an der sich die Zahlin d

Man multipliziert eine Matrix folgender

EZl ZZZ VZ

© RAABE 2020
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M5  Ubungsaufgaben

gen, dass die Drehungen auf das Alphabet einzuschrdnken

Drehungen um ein ganzzahliges Vielfaches von 3;’;) .

Nach dem Leerzeichen kommen wir wieder zuriick zugflA. Da
ordinaten der zu den Buchstaben gehdrenden Punkte i Tabel is 7 (Archiv)
und wenden eine Drehung auf sie an.

@ Aufgabe 1

a) Definieren Sie sich eine Matrix, um
fiinf Buchstaben gegen den Uhrzeigersinn
Sie damit unter Anwendung digé i
HALLO.
Flihren Sie die Codierung fiir verschi
Wie ldsst sich der allgegmsine Fall einer

Matrix beschreiben?
Notieren Sie die Verschlis ol
rigkeiten der Codierung und Decodierung am Bild

Sie die in Teil b) entdeckten Probleme in kleinen Gruppen
rn. Erganzen Sie Tabelle 2 um entsprechende Schritte in der
d der Entschlusselung.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. Il
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@ Aufgabe 2

Der folgende Text wurde mit dem Caesar-Verfahren verschlisselt. Bestimmen SIE den

Schliissel. Entschliisseln Sie hiermit den folgenden Text:
UNRLQUIDRITWILTNW

@ Aufgabe 3

Diskutieren Sie die Sicherheit des Codier- und Decodierverfahr

des ,Knackens” einer Nachricht durch fremde PersonengWerfe i
Blick auf die Haufigkeit von Buchstaben in der deutsc che.
Hinweis:

Haufigkeitsanalysen beziehen sich ger ere TeWe.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. I

© RAABE 2020



12 von 32 Matrizen und Determinanten » Lineare Gleichungssysteme » C.1.12

M6 Die Caesar-2-Codierung

konnen das in Bruchteilen von Sekunden.
Auch mit einer Haufigkeitsanalyse von Buchstaben kann
welche Geheimtextbuchstaben besonders hdufig vorkomm
oder ,E” (die hdufigsten Buchstaben in deutschen Texten)
Buchstaben identifiziert hat, kann man die Scheib
Nachricht entziffern. Die Caesar-Verschliisselung j

Codierschritts: Die duRere Scheibe wird nicht n ndern zusatzlich gespiegelt.
In unserem Fall einer Scheibe mi die Spiegelachse, die natirlich
durch den Mittelpunkt der Scheibe g muss, durch eine Grenze zwischen den
Kreisausschnitten zweier
anderen Seite mittig durch e s folgenden Abbildung ist dies fiir die Grenze

zwischen den Kreisausschnitt 2rguchstgden V und W zu sehen. Durch diesen zweiten

man jetzt nicht me ast 1000 mogliche Positionen ausprobieren, um den
Code zu

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. Il
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Zeichnen Sie sich eine Tabelle mit den Zeilen aufSen und innen und tragen Sie in dj
innen die Buchstaben des Alphabets in der gewdhnlichen Reihenfolge ein. V&@&ehen

Sie die duRere Scheibe gegeniiber der inneren Scheibe um drei Buchstabegfgegen den

G der inneren Scheibe vor, und spiegeln Sie dann das Alphabet der 4
dieser Achse. Es ergibt sich das folgende Bild:

© RAABE 2020

tig Aufgaben, indem Sie eine Codierung wahlen, einen Text ver-
, gegenseitig die Codierung zu erkennen.
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