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Abbildungen, die #1g amen von Otfekten wie Winkel, Parallelitdt und Teilverhaltnisse
erhalten, spiele en § on Wissenschaft und Technik, etwa Bildbearbeitung
oder Kartografie, eine Wghtige Rolle. Es handelt sich dabei um die Translation, Drehung,

atrische ung/Stauchung. Alle diese Operationen kdnnen mit af-
gestelll werden. Wahlt man fiir einen linearen Vektorraum eine
toren, lassen sich affine Abbildungen durch Matrizen darstellen.
erten und Eigenvektoren und der Normalform einer solchen
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Die Schiiler lernen:

Abbildungen kenne 0 yon Objekten wie Winkel, Parallelitdt und Teil-
verhdltnisse erh pung, Spiegelung und zentrische Streckung/Stau-
chung. Wahlt g ektorraum eine feste Basis aus Einheitsvektoren,
lassen sich affine Abb gen durch Matrizen darstellen. Die Kenntnis von Eigenwerten
und Eige [form einer solchen Abbildung bzw. ihrer darstellenden
Matrix Berechnungen. Diese mathematischen Konzepte werden

hier Sc



Uberblick:

Legende der Abkurzungen:

Ab = Arbeitsblatt

B.4.11

Thema

Materia Meifiode

Die Umkehrabbildung

Normalformen linearer Abbildungen M1
Transformation in Normalform — Hausaufgabe M Ab
Komposition von Abbildungen M A
4
Ab

Affine Abbildungen und ihre Analyse

Inhalt:

Medien:
Kompetenzen:

Drehung als Kongruenz-/ Ahnlchketsabbld® Ab

Kompetenzprofil:

Affine Abbilduhg i YDrehung, Spiegelung, zentrische
Basisvektor, Abbildungsmatrix, Eigenwert,

), mathematisch modellieren (K3), mathematische
nden (K4), mit symbolischen, formalen und
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M1 Normalformen linearer Abbildungen

Das Orthonormalsystem mit der aus den Einheitsvektoren e, und e,

Ein solcher Basiswechsel ist vor allem dann sinnvold wenn
einer Abbild

adurch die Abbildung
men die Eigen-

vereinfachen asst. Unter allen méglichen Vekto
vektoren als auf sich selbst abbildende Vektore [lung ein. Daher liegt es
nahe, die Eigenvektoren als Basis der Abbj nennt diese Form der

Abbildung dann Normalform.

Aufgabe
Wir betrachten die beiden linearen Abbil

(=4 T\ -
a: x'=( j-x und b:
-2 5

© RAABE 2021

¥mgewandelt werden.

vektoren der Abbildungen.

p'mit einem oder zwei verschiedenen Eigenwer-
Ubildung aus der bisherigen Basis in die neue Basis
als Basisvektoren. Leiten Sie daraus die Normalform ab,

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. I
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M2  Transformation in Normalform — Hausaufgabe

- 3 0) -
1. Gegeben ist die Abbildung c:x'=(0 3]~x.

Wie lautet bei diesem Abbildungstyp die Normalform?

-~ (1 8)-

2. Gegeben ist die Abbildung d: x' =(3 1]~x.
a) Ermitteln Sie eine Normalform der Abbildung. Berec
P(010), Q(211), R(112) das Bilddreieck nach der urspr

chung und der Normalform D*. Welchen Abbildu

en Sie fiir das Dri

inverse Matrix von T.

Arbeitsschritte zur Bildung der Norma
Gegeben: Abbildung a:x'=A-x 4 j tem {51; 52}.

ei Eigenvektoren vi,v,.
Schritt 1: Eigenwerte A,, A,, Eigenvek Vi, V2 und Koordinatensystem

{Vl,gz} ermitteln. Damit &€ die Abbilfungsmatrix A* =(7;1 ;j der
Normalform. g
Schritt 2: Urbildpunkt X ist bQbbildufig a:x'=A-x bekannt und Bildpunkt X'
i akt(e) X aus System Aist (sind) ins System
idflungssystem x=B-x* = x =BL-x. x" ist
tem {Vl,Vz} berechneten Punktes X*. Im neuen
die Abbildung a dann die Normalform a* mit folgen-

= 7\'1 0 o
)X = XL
0 A,

ghFir lineare Abbildungen mit einem Eigenwert oder ohne
nwerte RN bei Zugrundelegung weiterer Voraussetzungen Normalformen

abg&gitet werden.
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M 3  Komposition von Abbildungen

sind zwei Arten von Operationen mit linearen Abbildungen:

— die Verkettung/Komposition aob zweier linearer Abbildun
b:x"=B-x sowie B
- die Umkehrabbildung a™ einer linearen Abbildung a: x’ =

Aufgabe: Verkettung/Komposition zweier linear:

Gegeben sind die beiden linearen Abbildungen a: X mit den Ab-

bildungsmatrizen

5 1 -2 5
Az[ ] und B:( j
-2 3 4 1

a) Unter der ,Verkettung” zweier Abblldunge
ausfiihrung zweier Abbildungen j
nicht als Addition oder Subtrakfio
sich diese Prozedur und ihre Wirkung

ver man die Hintereinander-
h b“. Die ,Verkettung” ist aber
n zu verstehen. Machen Sie
ie Abbildungen in einem Bild deutlich.

b) Wie lasst sich diese Abbild s dur in eifie Matrizenoperation ibertragen?
Was folgt daraus fir die VerR

c) Bilden Sie die Vg

10), (012), R212) die Abbildungen a, b und
i Verkettung aob zum selben Ergebnis flihrt wie die Rechnung

d) Berechnen
aob. Zeigen Sie, da
,ana

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. I
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M4 Die Umkehrabbildung

folgendermaRen dar:
a:xX =A-x |~A’1 (onlinks) = AT X =ATA-x=Ix=x, w
sei. X' und x tauschen also die Rollen. Deshalb ist von a di
die Abbildung a1 X' =A™ -x.
Anmerkung: A™ ist die zu A inverse Matrix. Bei zweire

b
A:[a dj gilt fir die Berechnung fol;
c

At L d by 1(d
ad-bcl—-c a (

Im Zusammenhang mit der Umkehrab Abbildungsmatrizen zu

untersuchen:

11

1. a:A=
o3

2. b:A:(3 5} und die
1 2

Aufgabe

a) Ermitteln Sie dif S e ild@ee.2u 1. und berechnen Sie das Bilddreieck von
P(-212), Qf @ ir Abf

b)

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. Il
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Hausaufgabe und Tafelbild zur Umkehrabbildung

1. Welche Eigenschaften miissen bei der Abbildungsmatrix A fiir die Bereung einer
Umkehrabbildung vorliegen?

- (11 3) -
2. Wie lautet die Umkehrabbildung zur Abbildung a: x’:[4 7]‘

3. Geben Sie die Matrixdarstellung a und a™ fur die Parallels

rechten Parallelstreckungen darstellen.
5. Gegeben sind die Abbildungen a und b mi
2 -2 4 2
A= und B= .
-1 3 31
Berechnen Sie fiir das Dreieck P(010), Q(
bildungen acb und boa.

boa
X=X X
e Verkniipfung A-B nach den Regeln
der Matrizenmultiplilasion: inks” X"=A-B-X.
Vorsicht:
Die Matrizenna@ lommutativ, i. A. gilt: A-B=B-A.

Gung a und ihrer Umkehrabbildung a™:
=AX=A"-A-x=I-x=x, Rollentausch von X'

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. I
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M5  Affine Abbildungen und ihre Analyse

Vorbemerkung

Koordinatensystem S durch seine Koordinaten x,, x, beschrieb
Koordinatensystem S(0',E,",E,") mit den Basisvektoren b, = 0'fa

der Punkte der Ebene ,in sich”. Ein Koordinatensystem ka
eine andere Basis {b,,b,} transformiert werden.
Aus

S: OX=x,-€ +X,-e, wird S': 0'X'=p, -b, +
Flr zwei Punkte P, Q und ihre Bildpunkte P'
v=PQ=00-0P=(q, —p,)-&, +(q, —p,)-¢, ,

X =0X' =00
Die affine Abbildu
(TranslatiQaamt:

+00 = alPa(X) + 00’ = a(0X) + 00’ = a(x) +1.
me der linearen Abbildung a(x) und der Verschiebung

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. Il
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Affine Abbildungen und ihre Analyse — Aufgaben

Aufgabe 1
Durch folgende drei Punktepaare (0),(E,), (E,) und (0", E,"),(E,") sei eine a
bildung a' definiert:

Urbildpunkte im kartesischen System S — Bildpunkte im affinen

Fir die Analyse affiner Abbildungen gelten im Wes
wie fiir die Analyse linearer Abbildungen. Unter

b) Fertigen Sie eine Zeichnung zur Aufgabe. Zei
Fixgeraden und das zum Urbilddreieck (L 0),
in dieses System ein.

Aufgabe 2

Die affine Abbildung b
a':i':Ao§+f=(‘a aj

© RAABE 2021

beschreibt eine Scherung im 3§
Berechnen Sie Affinitdtsverhaltnis
a) Bestimmen Sie fiir

genrdume und Fixelemente der Abbildung.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. I



8 von 36 Normalformen affiner Abbildungen » Vektor- und Punktrdume » B.4.11

Hausaufgabe und Tafelbild

Sie den

- 1 2) -
a) Untersuchen Sie die affine Abbildung a':x'=(2 J-x und besti

Abbildungstyp unter Beachtung des Satzes: Eine affine Abbildung,st gena
eine Ahnlichkeitsabbildung, wenn ihre Matrix von der Form

-b
az(a Joderb:(a b]
b a b -a

ist. Gilt zusatzlich a® +b” =1, dann liegt eine Kongruenz

dann die Abbildungsgleichung?
Zur Veranschaulichung und Berechnu

@ und Affine Abbildungen”, ,Analyse

Fur den Ortsvektor x” des Punktes X" ergibt si on der affinen Abbildung
)+00' =a(x) +1.

Die affine Abbildung a':x'=A-x+t teht als Komposition einer linearen Ab-
bildung A’'x und der Trangla
treue, Parallelentreue, TeilV
Koordinatensystem.
Die Analyse affiner Abbi ann nach den folgenden Kriterien erfolgen:

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. Il
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M7  Drehung als Kongruenz-/Ahnlichkeitsabbildung

dung und die zentrische Streckung als Ahnlichkeitsabbildung
In dieser Lektion wird der Akzent auf ,Drehungen” und ihre A
erarbeiteten Analysewerkzeuge gelegt. Die vorliegen
standige Erarbeitung in Einzel- oder Gruppenarbeit
lichen.

Aufgabe 1
Die folgenden beiden affinen Abbildunge

- (cosa —sina]~ =
a:x'= ‘X, b:

sino.  cosal

imsprung und Achsenspiegelung an einer Koordinatenachse erkldren?

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. I
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Aufgabe 2
. . . o M H v 4 _3 X
Gegeben ist die Abbildung a:x'=A-x mit a:x’ = [3 4 j'x

a) Die Struktur der Abbildungsmatrix A dhnelt offenbar der Abbildungsma
gleichsinnigen Drehung. Zeigen Sie den Zusammenhang zwischepg A und d
Drehmatix auf.

Hinweis: Ersetzen Sie fur die Erarbeitung der Losu Matrix
4 -3 a -b
zundchst durch: .
4 b a

3

Untersuchen Sie die Eigenschaften und bestimmegie den dung.

b) Berechnen Sie das Bilddreieck zum Urbilddr
Sie dazu das Schaubild.

011), (1]1) und zeichnen

¢) Erkldren Sie: Die Drehstreckung kanngls eine Kompositiof§(Verkettung) von zentri-

Vergleichen Sie die Eige dieser AbBdung mit denen der Abbildung in a).
e) Eine affine Drehstreckung, =1 ist, heiflt affine Drehung und ist ein
Sonderfall der

Fihren Sie dj streckung aus d) zur affinen Drehung durch.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analytische Geometrie Sek. Il
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Drehungen werden durch die folgenden beiden affinen Abbildungen a und
beschrieben:
a:?:[c?sa —sina].il b:?:(c?sa sina ];

sino.  cosa sina.  —cosal
mit o als positiv orientiertem Drehwinkel und detA =| 1 | Drehun
winkel-, flachentreue Kongruenzabbildungen mit dem Fixpun
rum. Drehungen haben keine Eigenwerte und Fixgeraden.
Abbildungsmatrizen der Form

Az(a —b]zk.(cosa —sincx]lk= s

b a sino.  cosa
beschreiben winkeltreue Ahnlichkeitsabbildunge

entrum F(f, 1f,).
? Ahnlich-
sitidnen zentrischer

Zur Veranschaulichung und B halte kann auch das Excel-Pro-
> Meniipunkte: ,Lineare und
Affine Abbildungen”, ,Analyse der Ab

eingesetzt werden.

g”, ,Abbildungsgleichungen berechnen”,

© RAABE 2021
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