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Dieser Beitrag ¥ j Aufgaben (mit Lésungen) zum Thema ,Vektor-
produkt erleichtern viele Rechnungen z. B. in der
hinaus stdrken sie das geometrische Vorstellungsver-
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Die Schiiler lernen:

erpretieren und bei Aufgaben sicher anwenden kdnnen.
Anwendungen, z. B. bei der Berechnung von
on Ebenen,
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Hinweise zu ,Anwendungen zum Vektorprodukt”

— dreidimensionales kartesisches Koordinate
einfachen Kdrpern
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en Sie auch filr eine Zusammenfassung und Wie-
fbauend festigen die ersten Aufgaben diese Kenntnisse bei

derholen. Die Aufgaben unterscheiden sich nach verschiedenen
eitsgraden, damit erreichen Sie eine Differenzierung.
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M1 Grundlagen

Das Vektorprodukt (auch ,Kreuzprodukt”) axb der

nicht kollinearen (gleich- bzw. gegen gerichteten) Vektoren
a und b ist ein Vektor, der senkrecht auf der von den bei-
den Vektoren aufgespannten Ebene steht und mit ihnen ein
Rechtssystem bildet. Der Betrag dieses Vektors entspricht
dem Flacheninhalt des Parallelogramms, das von den Vek-
toren a und b aufgespannt wird (siehe Abbildung rechts).
Zur Definition des Vektorprodukts:
al
Gegeben sind die Vektoren a=| a, | und b=

aoc=0 und boc=0. Dies ergibt da

(1) a -x+a,-y+a;-z2=0
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https://de.wikipedia.org/wiki/Orthogonalit%C3%A4t
https://de.wikipedia.org/wiki/Rechtssystem_(Mathematik)
https://de.wikipedia.org/wiki/Fl%C3%A4cheninhalt
https://de.wikipedia.org/wiki/Parallelogramm

1.1.7 > Flachen- und Rauminhalte » Vektorprodukt 3von 38

Es gilt also:
1. |5><5| = |5| |5| -sin(y) mit y = <(5,5)

2. axb ist sowohl orthogonal (senkrecht) zu a, als auch orthogonal zu

3. a, b und axb bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

Die Eigenschaft (3) kann z. B. mit der ,Rechte-
Hand-Regel” veranschaulicht werden: Die Vek-
toren a, b und axb zeigen in dieser Reihen-
folge in die Richtungen wie Daumen, Zeigefinger
und abgespreizter Mittelfinger der rechten Hand.

A b,
Mit a=|a, | und b=|b, | gilt fiir den Vektor
a.’> b3
az'bs_a3'b2
axb=|a,-b,—a, b,
al'bz_az'bl
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Wichtige Eigenschaften (X,

(1) bxa=~—(axb) ¢ ) (ra)x(u-b)=n-p-(axb)

—a bl_
az b,
az: b; —asz’ b2
asz b3
a3-by—a;-by
a by
dap- b2 —ay’ b]_
und 2. Zeile der nicht a b;
dilen flr die x-Koordi- — 2 y—
3 3

Grafik Dr. W. Zettimeier
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Beispiel stad =
-1 2 -
C=daxb=| 3 |x| -4
2 1
3-1—2-(

Nachweis der Orthogonalitdt von ¢ mit 3
und mit b mithilfe des Skalarprodukts:

11) (-1

Cod=| 5 |o| 3 |==11+15-4=0
-2
11) (2

Cob=| 5 |o| -4 |=22-20-2=0
-2) 1

Berechnung mit digitalen Werkze = 2 2
TI-Nspire CAS: il l’,‘
crossp(la; b; c,[d; e; f]), cromsPlioas) 1
GeoGebra: ls,
Kreuzprodukt({a, b, c},{d, e, ) crossp(sb,a) -11
Cross({a, b, c}, {d, ie nach Spiheinstellung. l .f'
Grafik Dr. W. Zappe
Auch mod i tliche Taschenrechner verfligen hdufig iber eine Applikation

zur Be
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Aufgaben

Aufgabe 1 2

Niveau

@ @

Probe auf Orthogonalitat durch.

3 -1
a)3=|-3|und b=| 5 b) a=
2 1

2. Berechnen Sie das Kreuzprodukt von 3=
das Ergebnis.

3. Gegeben sind die Einheitsvektoren e, , e

eines kartesischen Koordinate

e, xe, =—¢,.

Z Interpretieren Sie

Grafik Dr. W. Zappe

— —

(-e)) x (-e,) = -e, e, xe =e
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M2  Berechnungen an Polygonen

Beispiel:
Berechnen Sie mithilfe des Vektorprodukts den Flachenin-
halt A, des Parallelogramms, das durch die Vektoren a
und b aufgespannt wird. Erstellen Sie zum Vergleich eine
Kontrollrechnung mithilfe der trigonometrischen Beziehung
1 1 (7] . = 2l
A, :Z-E-g-h:g-h =|a|~(|b|~sm(y))=|a|o|b|~5|n(y),
wenn v der Winkel zwischen 3 und b ist.
5 1
_ - (1) - (3
a)a=|2|; b= 0 b)az[ J;bz[}
2 4
3 -2

Wir wenden an: Der Betrag des Vektors axb

pktoren berechnen:
5:1+42:0+3-(-2)

V3845

=y ~94,2°
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https://de.wikipedia.org/wiki/Parallelogramm
https://de.wikipedia.org/wiki/Parallelogramm
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[y

2. Berechnen Sie den Flacheninhalt des Drei- L

ecks ABC.

a) A(314l6), B(=1l-4I1), C(21-513)

b) Entnehmen Sie die Koordinaten der
Abbildung rechts.

- N W AWV ®
o«

3. Hinz behauptet, dass die Punkte
A(1-112), B(=3I-3l4) und C(310I1) ein X
Dreieck bilden. Erldutern Sie, wie man das =2 = 2 3 456 7 9
Vektorprodukt ABxAC verwenden kann,
um diese Behauptung zu tberpriifen.

4. Berechnen Sie den Fldcheninhalt des Po-
lygons ABCDE
a) mithilfe des Vektorprodukts.
b) mit elementargeometrischen Ken
nissen.

x

1203456 7 8 9

5. Gegeben ist ein Pyramidenstu
Eckpunkten A(21010), B(2l4l

achflachen mit der Grundflache bilden.
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