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Wellenoptik B.2.11

Das Zeigermodell — Grundlagen und Rechenbeispiele

Merke

Eine harmonische (d. h. sinusférmige) Welle, die sich auf einem
Wellentrédger in positive x-Richtung ausbreitet, ldsst sich mathema-
tisch durch die Wellengleichung

-~ . [2¢® 2n
y(t,x) =¥ sin (Tt - TX + (poj (1.1)

beschreiben. In dieser grundlegenden Gleichung bedeuten
t: Zeit,
Xx:  Ausbreitungsrichtung der Welle,
y:  Auslenkung des Wellentrigers am Ort x zur Zeit t
aus der Ruhelage,
y: Amplitude = maximale Auslenkung,
T:  zeitliche Periode der Welle (Periode:.d.. er),
A:  rdumliche Periode der Welle (We lenléinoe),
¢, : Startphasenwinkel (A s,amen’ des Sinus fiir x = 0 und t = 0),

—1t — —X + o, Phasen vinke! Argument des Sinus fiir t, x);

Eini :it: Radiar t (rad’.

Anbildun,- 1.1 zeigt drei Momentaufnahmen des Graphen einer harmonischen
W lle z.. verschiedenen Zeitpunkten t (x-y-Diagramm bei jeweils festem t).
Ts ist deutlich zu erkennen, dass sich die Welle mit wachsendem t in positive
x-Richtung bewegt.
Wie man sieht, legt die Welle beispielsweise in dem Zeitintervall T/4 (hier: 1 s)
die Strecke A/4 (hier: 2 cm) zuriick. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ einer
harmonischen Welle ist daher stets gegeben durch

c T (1.2)
(hier: 2 cm/s).
Der konstante Startphasenwinkel ¢, legt die Auslenkung y des Wellentrigers

zur Zeit t=0s am Ort x = 0 cm fest.
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Abb. 1.1: Grafische Darstellung einer harmonischen Welle mit § =1, T=4s,
A =8 cmund @, =0 zu drei verschiedenen Zeitpunkten t: =9s,,=0,5s t; =1
Bemerkung:

y(0,0)=§si (g, ) (1.3)
Ein positiver/negati* cr >.artphas »:nwink *l ¢, verschiebt eine Welle im x-y-

Diagramm uu. die Strocke

A
80 =--0 (1.4)
2n
in Ausb: . iungsrichtung/entgegen der Ausbreitungsrichtung. Die verschobene
“velle hat dann gegeniiber der urspriinglichen den Gangunterschied 9§,.

Wellengleichung fiir eine Welle, die sich nach links ausbreitet
Neben der Gleichung (1.1) beschreibt auch die Funktion

~ . [ 21 2n
y(t,x) = ysm(?t + TX + (poj (1.5)

eine harmonische Welle. Im Unterschied zur Welle (1.1) breitet sich Welle (1.5)

in negative x-Richtung aus (d. h. nach links, wenn die x-Achse wie iiblich nach
rechts zeigt).
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1.5 Welchen Einfluss hat der Startphasenwinkel ¢, auf die in —x-Richtung
laufende Welle (1.5)?

1.6  Aufeinem Wellentréger breitet sich eine harmonische Welle aus. Am Ort
x = 0 und zur Zeit t = 0 betrdgt die Auslenkung 5,0 cm bei abnehmender
Tendenz. Die Amplitude betriagt 10 cm. Bestimmen Sie den Startphasen-
winkel @, .

1.7 Welche Wellenlidnge hat eine Welle, die eine Periodendauer von 1,0 ms hat
und deren Ausbreitungsgeschwindigkeit 100 m/s betragt?

Interpretation der Wellengleichungen

Die harmonischen Wellen (1.1) und (1.5) lassen sich auch in der Form
y(t,x)=9sin(ijt+¢(x)j mit ¢(x)=i27nx+'p0 )

zusammenfassen (negatives Vorzeichen bei Avehr itung in psitive x-kizhtung,
positives Vorzeichen bei Ausbreitung in neg itive x-Richtung). D?se Schreib-
weise legt die folgende Interprete’ion . ahe:

Jeder Punkt x eines Wellentrége 's fiihrt eine L >rm<.usche Schwingung mit der
Amplitude y und uer Per odend: uer T » <. Die Schwingungen an verschiedenen
Orten ¥ si'.d jedoch _aeina der pl.asenverschoben (siche Abb. 1.3—1.4).

Grafik: J. Lenzmann

Abb. 1.3: Identische Federpendel, die mit gleichen Amplituden und Periodendauern in definierter
Weise zueinander phasenverschoben schwingen, bilden eine harmonische ,,Federpendelwelle®.
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Eine sich kreisformig ausbreitende Wasserwelle

Punkt A

X7 —

Abb. 1.4: Kreisformige Wasserwe!'=» auf einer ' se1o” erfliche T.c beiden
Schwingungen in den Punktc. 4 und B sind daher um 7t - hasenverschoben. Foto:
Thinkstock

Merke: Ei~.c Welle #-.us Jortier - “nergie
Wenn e.- ¢ Welle si :h aus’ _itet, transportiert sie auch stets Energie.
e Leist ing P (Energie pro Zeiteinheit) bzw. die Intensitét I (Leistung P
pre Quers: “.utt A) einer Welle sind daher wichtige Kenngrofen.
R i einer Schwingung (z. B. eines Federpendels) ist die Gesamtenergie zum
Quadrat der Amplitude proportional. Dies trifft auch fiir die Gesamtenergie bzw.
die Leistung oder Intensitét einer harmonischen Welle zu.
P o2

I A ky 1.7)
Welchen Wert die Proportionalititskonstante k im Einzelnen annimmt, héngt
von der Natur der Wellen ab (Schallwelle, Lichtwelle, ...) und ist fiir das
Weitere von untergeordneter Bedeutung.

1.8 Wie dndern sich Intensitét und Leistung einer harmonischen Welle, wenn
deren Amplitude verdreifacht und der Querschnitt zugleich verdoppelt
wird?

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Physik 5
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Auf einem Kreis (Radius R) bewegt sich gegen den Uhrzeigersinn ein Korper
mit konstanter Bahn- bzw. Winkelgeschwindigkeit (siche Abb. 2.1). Fiir einen
Umlauf benétigt er die Zeit T. Zur Zeit t = 0 s befindet sich der Kdrper in der

Position @, . Projiziert man die Positionen des umlaufenden Korpers zu

verschiedenen Zeiten waagrecht auf die y-Achse:

y(t) = Rsin( @(t)) 2.1,
so erkennt man in einem t-y-Diagramm den Graphen der harmonischen Schwin-
gung. Hierbei entspricht der Kreisradius R der Amplitude y der Schwingung
(y=R). Die Periodendauern der Drehbewegung und der Schwingung sind
identisch.

Mithilfe eines Federpendels und einer an einer rotierenden Stange befestigten
Kugel kann man den Sachverhalt, der hier erldutert wurde, in einfacher Weise
auch experimentell demonstrieren (siche Abb. 2.2).

Grafik: » Len’ ma.un

Abb. 2.1 (uymittelbar darit _.: Ein auf einem Kreis umlaufender
Kc per (dary =stel' in acht verschiedenen Positionen) und das
ent precher ¢ t-y-Diagramm (Q, = 0)

.abb. 2.2 (rechts): Mithilfe eines Scheinwerfers werden die
Kugel, die sich auf einem Kreis bewegt, und der Pendelkorper
eines Federpendels an eine Wand projiziert. Bei entsprechender
Anpassung (Periodendauer des Federpendels = Periodendauer
der Kreisbewegung; Kreisradius = Amplitude der Schwingung;
beide Startphasenwinkel gleich) bewegen sich die Schatten der
beiden Korper in gleicher Weise.

© Karl-Heinrich Meyberg. Aus:
http://gfs.khmeyberg.de/0910/0910Kurs12
Ph3g/0910UnterrichtPhysik12PH3gSchwingungenundWellen.html

6 RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Physik



Optik

B.2.11 Wellenoptik

Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 3.1 veranschaulicht. Die Regel (3.1) bzw.
die Regel (3.2)/(3.3) bezeichnet man als Superpositionsprinzip (= Prinzip der
ungestdrten Uberlagerung).

Grafische Veranschaulichung

f

Yrcs sin ()I\<

Grafik: J. Lenzmann

.

Abb. 3.1: Uberlagerung dreier Wellen im Zeigermodell. Moo . Varstellung g. 't fiir einen besummten
Ort x zu einer bestimmten Zeit t. Die Projektionen der ¢ ei Teilwellen auf die -2 lise sind
zusammen so lang wie die Projektion des r_su..'erenden ~cigers.

Spezialfall: Haufig ,uper) oniert man nu. zwei Wellen. Diesen Spezialfall
betrachten wu genav-..

y (%) =9, sin(@,(t,x)) + 9, sin (¢, (t.x)) (4
Al bilduag 3.2 zeigt das dazugehorige Zeigerdiagramm. Mithilfe des Kosinus-
Datzes lasst sich die Amplitude der resultierenden Welle berechnen:

glres (t,x) =\/ 5’12 + S’; _25115’2 cos(n—A(p) =\/ 5’12 +$’§ +2$’1§’2 COS((pz _(pl) (3.5)

Abb. 3.2: Addition zweier Zeiger

10 RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Physik
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Intensitiit
Die resultierende Welle hat wegen Gleichung (1.7) eine Intensitédt von

I,=L+L+2 L1, cos( @, -9, )(I,: Intensitit der Welle 1, 2). (3.6)

Fiir den Winkel, den der resultierende Zeiger mit der Waagrechten bildet, lesen
wir aus Abbildung 3.2 ab:

an (@, ) = ?11 sin(@, )+ }:12 sin(¢,)
Y, COS((PI ) +Yy, COS((pz)

Damit haben wir die aus der Uberlagerung zweier Wellen resultierende Welle
vollstédndig berechnet:

yres (t’ X) = g’res Sin ((pres (t7 X)) (38)
mit

0. =atan 2(

3.7

§,sin(¢,)+¥, sin(%)J s

9, cos(@,)+9, cos(9,)
Hierbei ist die Funktion ,,atan2* wie folgt definiert:

arctan (Zj fir >0
X

arc.an

A
| £ 41 firx<( y20
\A

N\

a*anZ(;']-— arctau(zJ—n firx<0,y<0
= X
X

kid firx=0,y>0

2

I firx=0,y<0
2

0 firx=0,y=0

In dem oft vorliegenden Fall, dass die Amplituden der beiden Wellen gleich sind
(¥, =¥, =¥ ), vereinfachen sich die Gleichungen (3.5) und (3.7) zu

. N ZSin((szr(pljcos((pz_(plj
_ Yysin(@)+¥,sin(9,) 2 2

tan (pres N ~ - >
R 91 cos(@)) +5, cos(o,) Zcos(tpﬁ(pljcos((pz—(plj
2

2
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Schiilerexperiment: Stimmen einer Gitarrensaite
@ Vorbereitung: 5 min  Durchfiihrung: 5 min

Materialien
Stimmgabel (f = 440 Hz) klassische Gitarre
Versuchsdurchfithrung

Regen Sie eine Stimmgabel (Eigenfrequenz f = 440 Hz) mit einem kurzen
Schlag zu einer Schwingung an. Sie horen den Kammerton a'. Zupfen Sie die
am 5. Bund abgegriffene e'-Saite der Gitarre, die darauthin ebenfalls mit dieser
Frequenz schwingen sollte. Falls Sie keine Schwebung horen, ist die Saite
korrekt gestimmt. Horen Sie jedoch eine Schwebung, ist die e'-Saite verstimmt.
Verédndern Sie die Saitenspannung dann so lange, bis Sie keine Schwebung mehr
héren.
6  Das Huygens’sche Prinzip
In der folgenden Lektion werden Beugungsprobleme bhehandelt.
Die Grundlage hierfiir ist das Huygens’sche Prinzip.
Wir betrachten die in Abbildung 6.1 dargestellte Situation.
Von einem Wellenerreger Q breitet sict isotrep (= in all Richtungen
gleich) eine Welle aus. Diese Y elle trii* 2.0 cin beugen.cs Hindernis. Die
im Punkt P resultierende v ’elle e1 yibt sich dad» cch, dass man alle Zeiger im
Punkt P addier, aie 7u den zwisch. n Q uad P moglichen Wegen der Welle
korres,_cadieren {Iiu_'gens’s *hes Frinzip).
Da™ i ist zu beachter, Lass I
sick eine Welle 1. einem
hom: 5ouen Medium stets
geradlinig ausbreitet und nur an
Inhomogenitéten (z. B. an einem
beugenden Hindernis oder an
der Grenzflache zwischen zwei
Medien) ihre Richtung andert,
—  die Léange eines Zeigers I

Q

(Amplitude der Welle) im Punkt
P mit zunehmender Wegliange

abnimmt. Abb. 6.1: Zum Huygens’schen Prinzip. Zur
Berechnung der resultierenden Welle im Punkt P
kommt es auf alle moglichen Wege zwischen Q

und P an.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Physik 19
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7 Superposition zweier Wellen — Beugung am Doppelspalt

Wir betrachten die in Abbildung
7.1 dargestellte Situation.

Ein Mikrowellensender Q emittiert
Wellen mit einer Wellenldnge von
A =2,0 cm. Sie fallen phasengleich
auf die beiden Spalte bei S; und S,.
Nach dem Huygens’schen Prinzip
startet in jedem (sehr schmal ange-
nommenen) Spalt eine Elementar-
welle. Diese beiden Elementar-
wellen {iberlagern sich zu einem
resultierenden Wellenfeld. Dabei Abb. 7.1: Beugung an einem Doppelspalt .. { »iden
treten konstruktive und destruktive  Spalte werden als sehr .ng angenomr en, sodass in
Interferenzerscheinungen auf. Wir jedem Spalt nur eine Elem~ntarwelle s irtet.
untersuchen die Superposition der Elementarwellen in den P nkten Py v2d P,
Konstruktive Interferenz im Punkt P;.

Wir betrachten die Zeigeradditior im Junkt P;. Die \ 'egsticcken QS, und S,P,

betragen zusammen 12,5 cm. D s gleici e Erg =i, erhalten wir fiir QS, und

S,P, . Die retierenden 7~i er der veider. wellen im Punkt P, stehen daher zu
jeden. 2> cpunkt t purallel 2 beiden Wellen verstirken sich im Punkt P,
waximal. Dort liegt konstruktive Interferenz vor.

Destrukts - interferenz im Punkt P,

Canz anders ist die Situation im Punkt P,: Die Wegstrecken QS, und S,P,
betragen zusammen 12 cm. Fiir den aus QS, und S,P, zusammengesetzten
Weg liest man hingegen 15 cm ab. Der Gangunterschied der beiden Wellen im
Punkt P, betrdgt somit 6 = 3,0 cm, was 1,5 Wellenldngen bzw. einer Phasen-
differenz von 3m entspricht. Die rotierenden Zeiger der beiden Wellen im Punkt
P, stehen daher zu jedem Zeitpunkt t antiparallel. Die beiden Wellen 16schen sich
daher fast! vollstindig aus (destruktive Interferenz).

! Da die Wegstrecken unterschiedlich lang sind, haben auch die Zeiger geringfiigig unterschiedliche
Léangen.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Physik 21
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8  Mehr als zwei Spalte — Beugung am Gitter
Wir betrachten nun — unter den gleichen vereinfachenden Annahmen wie
beim Doppelspalt — die Beugung am Gitter. Ein Gitter besteht aus n
periodisch angeordneten, identischen Spalten. Der Abstand zweier
benachbarter Spalte wird mit g bezeichnet (Gitterkonstante). Im Weiteren
beschrianken wir uns auf die Berechnung der Hauptmaxima und der Minima

beim Gitter.

Von diesen n Spalten laufen n parallele Elementarwellen los, die sich in
groB3er Entfernung tiberlagern (Abb. 8.1). Zwei benachbarte Elementar-
wellen sind — wie beim Doppelspalt — gegeneinander verschoben. Der
Gangunterschied bzw. die Phasenverschiebung zwischen zwei benach-
barten Wellen betrdgt wie beim Doppelspalt

&= gsin(o)
bzw.
Qo=- 27“8:— %gsin(u).

(8.1)

(8.2)

Die sogenannten Hauptmaxima bei der deugung am Gitt °r <*2d diejenigen
Maxima, bei denen alle Zeicor acr n Elementar reller. parallel stehen. Dies

ist genau dann der Fall, we 1in

Moy =kon (k=) +Lx2,.) (8.3)
bzv. .
. A . g
s ) =k 2 (k=0.£142... 4k, mitk,, <) (8.4)
g

ist. Die Formel (8.4) zur
Berechnung der Hauptmaxima
des Gitters ist unabhédngig von
der Anzahl n der Spalte. Sie ist
identisch mit der Formel (7.8)
fiir die Maxima des
Doppelspalts.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Physik

Grafische Darstellung
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Abb. 8.1: Einfallendes und gebeugtes Licht
beim Gitter in der Fraunhofer-Néherung

Grafik: W. Zettlmeier
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Losungen
1  Die harmonische Welle — mathematische Beschreibung

~ . (2m 2r
1.1 t,x)=ysin| —t — —x +
P

yﬂOs,74cm):1-ﬁn(§§~10——%;»ﬁl+ Loj

s

=oin(=57,34)=-),84

G A = 5,0 Cm:l,’/ cm/c
r 3,5
T T W
l. AQ=m -—@ =—-—=
P REITYT Y
o = M ¢ = 0em 7 _ icm= 0,42 cm = 4,2 mm
2n 2r 12 12
13 (pzfzf.lgo 2 300
6 6 e
1.4
Die Welle ist tatsdchlich in 1,0 s ¥
1,5 cm nach links gelaufen. Dies 1 ;R o
entspricht der Ausbreitungsge- "\ L > s Lo

schwindigkeit der Welle. RN w " wz >
-1 e Ny
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