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Offene Kometenbahn

Gilt fur eine parabelférmige Kometenbahn auch Keplers Flachensatz?
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Abb. 1: Parabel mitk =0,5

. Weisen Sie die Giiltigkeit vc 1 Gleichung ') nocn.

Anleituno:

Dezea Sie sich die Pa  abel wis Querschnitt eines Parabolspiegels in der x-y-
Eben . Denken ‘e =.ch auBerdem einen Lichtstrahl, welcher parallel zur y-
Achse in dizsen Spiegel einfallt.

Er trutt im Punkt A(alg(a)) die ,,Spiegelparabel®.

Der reflektierte Strahl schneidet die y-Achse im Brennpunk F.

Um das Reflexionsgesetz anwenden zu konnen, ist der Spiegel bei A zu ,,be-
gradigen®; dort ist die Parabel durch ihre Tangente t zu ersetzen.

Und t ist der Graph der linearen Funktion

t: x > t(x)=m-x+b, =g'(a)(x—a)+g(a).
Wenn Sie dann nachweisen, dass

a=B=y
gilt (s. Abb. 2), ldsst sich die Koordinate f leicht berechnen.
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Abb. 2:

Beachter oie den unte scnied lichen M ~“stab auf den Achsen.

- Wenn der Flichensatz auch auf parabelformige Kometenbahnen zutrifft,
dann i > istreicht der Fahrstrahl Sonne—Komet in gleichen Zeiten At gleiche
Flichen Aa .

. ., AA . .. .. .
Mit anderen Worten ist — eine zeitunabhéngige Konstante; sie ist eine
At

,Flachengeschwindigkeit®.

Wie berechnet man eine Flichengeschwindigkeit zwischen zwei Parabel-
punkten Piund P2?
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Abb. 3

Wenn At nicht allzu groB ist, dann ist die Flache des Dieiecks AP, *,F sicher-
lich eine brauchbare Beschreibung fiir AA.
Kenntnisse aus der linearen Algebra liefern 4~< Ergebnis:

2)

Es fehlt noch die ®c.~chnuny der Ze it At,  cicne der Komet benétigt, um die
Bahn zwischen P, nn< P, zurt ckzulcgen.

Ist . d.e Geschv ndiglk it des Kometen im Punkt P;, (i = 1, 2), so kénnen wir
die L irchschniticoecchwindigkeit

AA = 4 [FPix FP

LV,

V12 =

niherungsweise als die Geschwindigkeit ansehen, mit der sich der Komet
zwischen den Bahnpunkten P1und P2bewegt. Wir benétigen jedoch vi fiir
i=1,2.

Hier hilft der Energieerhaltungssatz weiter: die Summe aus kinetischer und
potenzieller Energie des Kometen ist in jeder Position dieselbe. Diese Sum-
me bezeichnen wir als die (mechanische) Gesamtenergie Eges des Kometen.
Fiir die potenzielle Energie vereinbaren wir, dass sie im Unendlichen null sei.
(Das Nullniveau legen wir also ins Unendliche.)

Begriinden Sie, dass die (mechanische) Gesamtenergie Eges des Kometen in
jeder Position gleich null ist.
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Abb. 4 Kriimmungskreis der Parabel im Schnittpunkt S.
M ist der Mittelpunkt des Kriimmungskreises.

. Wir nehmen nun an, dass der Komet auf der Parabel ..ut <= 0,2 di» Sonne
umléuft.

Esseix; =—1,00 LEund x,=—! 05 LE. 1>, 1 LE 2 (v m.
Die Positionen Py(x;|g(x1)) « «d Po(: »|g(x2)) durck .aufe der Komet nach-
einander.

Berechr.cu Sie die Turcl schnitt 52schwindigkeit des Kometen zwischen den bei-

o~

den 1 ssitionen u.d mit uicsem Ergebnis die zugehorige Flachengeschwindigkeit.

. Dawi+ ,,un wissen, wie man eine Flachengeschwindigkeit auf parabel-
formiger Flugbahn berechnet, konnen wir uns jetzt die Uberpriifung des Fli-
chensatzes vornehmen. Die Kometenpositionen legen wir fest durch:

X, = —(i 4107 + 1) LE firi=o0,1,...,25.

Berechnen Sie die Flachengeschwindigkeiten des Kometen zwischen je zwei
aufeinanderfolgenden Positionen.
Kommentieren Sie Thr Ergebnis.
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Kompetenzprofil

Niveau: Oberstufe; grundlegend

Fachlicher Bezug: Differenzialrechnung (Ableitung, Tangentengleichung, Krimmungs-
kreis der Parabel); lineare Algebra (Rechnen mit Vektoren, Vektorprodukt)
Kommunikation: argumentieren, diskutieren, bewerten

Problemldsen: reproduzieren, Lésungen berechnen

Modellierung: —

Medien: Taschenrechner (am besten programmierbar), Formelsammlung

Methode: Einzel- oder Gruppenarbeit, Neues erforschen, auch zum selbststandigen
Erarbeiten des Themas geeignet

Inhalt in Stichworten: Gravitationsgesetz, Radialkraft, mechanische Gesamtenergie
eines Satelliten auf parabelférmiger Bahn um seinen Zentralkorper

Autor: Gerhard Deyke, Hamburg
lllustrationen von: Dr. Wolfgang Zettimeier

Losung

1.

Die Winkel o und v sind als stufenv inkel »n o _schnittenen® Parallelen
gleich grof3. Da rerner Einfall 'winke ::nd Reflexionswinkel am ,,begra-
digten® Spiegel sicich ; rofl si-.4, gilt auch:

90°- a=90° -

und fo o' i auch o = B. Alle drei Winkel sind demnach gleich grof3.
Hieraus folgt unmittelbar, dass das Dreieck AAFB gleichschenklig ist;

wir haben also | FA |=| FB |.

B hat die Koordinaten (0[t(0)), wenn t die Tangentenfunktion im Punkt A ist.
Nun ist

t(x) = g‘(a) (x—a) + g(@) =2k a (x —a) + ka’,

also

t(0)=—2 ka” + ka’ = —ka’.

Auf das rechtwinklige Dreieck AACF ldsst sich der Satz des Pythagoras an-
wenden (s. Abb. 5):
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