m Zahlen und GroRen - Beitrag 55 ggT und kgV

Gerecht teilen — ggT, kgV

Von Florian Borges, Traunstein
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Was hat eine Tafel Schokolade n. ‘ einer € ~har or Kina .- _u tun?
Lassen Sie It... Schil r Gen zir-_, *keitei ~=r Einmaleins-Reihen erkennen und

hera'_....'2n, de 38 m~.1 den ¢ JT und .5 KgV nicht nur beim Teilen einer Schoko-

lad .ntafel be n6tig

Klasse
Dauer
Inhalt

Kompetenzen

lhr Plus

5/6
8 Stunden

Gemeinsamkeiten in den Einmaleins-Reihen erkennen; den groRten
gemeinsamen Teiler (ggT) und das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) ken-
nenlernen; die Primfaktorzerlegung grafisch darstellen; Rechenregeln fir die
Teilbarkeit von Zahlen erarbeiten

Probleme mathematisch I6sen (K2), mit symbolischen, formalen und techni-
schen Elementen der Mathematik umgehen (K5); mathematisch kommunizieren
(K6)

Aufgaben mit Alltagsbezug
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Didaktisch-methodische Hinweise

Ob beim Fliesenlegen oder in der Zuckerwtrfelproduktion: Mit alltagsnahen Beispielen finden lhre
Schiiler einen Bezug zum ggT und kgV. AuRerdem lernen lhre Schiiler die Primfaktorzerlegung
kennen und setzen diese grafisch um.

Um was aeht es inhaltlich?

Die Teilbarkeit der natlrlichen bzw. ganzen Zahlen (also Division OHNE Rest!) taucht in jedem
Mathematiklehrplan der Unterstufe auf. Wenngleich meist im folgenden Schuljahr die Briiche einge-
fihrt und damit das Problem ,Division MIT Rest‘ geldst wird, spielt dieses zahlentheoretische
Grundphanomen in sehr vielen Bereichen eine bedeutende Rolle.

Innermathematisch findet sich schon bei der Bildung des Hauptnenners die erste Anwendung —
von vielen weiteren (bis hin zu Polynomdivision) einmal ganz abgesehen. Bei Verschlisselungs-
techniken kommt den Primzahlen eine gro3e Bedeutung zu, deren Notwendigkeit jeder EC-Karten-
Besitzer bestatigen kann.

Ziele
Ihre Schilerinnen und Schiler sollen mithilfe dieser Unterrichtsreihe

alle Teiler einer Zahl finden,

Primzahlen erkennen,

ggT und kgV von zwei gegebenen Zahlen mitteic ~.u1."aktorzer ~,ung bestimmen kénnen,

die einfachen Teilbarkei*.. ¢ 2ln bek. 2rre~hen.
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Auf einen Blick

1.-2. Stunde Einstieg
M 1 (Ab) Das Marchen von Konig Raffzahn und seinen Reitern
Gemeinsamkeiten der Einmaleins-Reihen erkennen
M2 (Ab) Die Zerlequng in Primfaktoren, ggT und kgV
Zahlen in ein Produkt zerlegen, den Begriff ,,Primfaktorzerlegung“ kennenlernen
3.-8. Stunde Lernzirkel: Primfaktorzerlegung, ggT und kgV anwenden
M3 (Ab) Das Marchen geht weiter — Gemeinsamkeiten erkennen
Die ,teilerfreundlichsten® Zahlen zwischen 1 und 33 suchen
M4  (Ab) Teiler und kgV im Alltag — Ubungen
Eine Tafel Schokolade auf unterschiedliche Art in gleich groRe Stiicke teii3n, 'as
kgV der Zahlen 12, 8 und 9 finden
M5 (Ab) Fliesenleger in Not! — Die Primfaktorzerlegung anw’ aden
Ein Schema zum Ldsen von Aufgaben nact rollizieh »n, die Prirm toizerlegung
anwenden
M 6 (Fo) Ein grafischer Zuganq — T ilerb.'~'-.
Die Zerleg'::. j ‘'n Prim akw rer. zur ~rste’ ung von Teilerbildern verwenden
M7  (Ab) _“onne'l bere chn_t — R cheniegeln fiir die Teilbarkeit

Ce~_7a zur Teilbaikeit von natirlichen Zahlen erarbeiten, Einfihrung von Prim-
zelenzw.'ingen und -drillingen

' c gende der Abkiirzungen

Ab: Arbeitsblatt; Fo: Folie

Minimalplan

zen.

Die Zeit ist knapp? Je nach Kenntnistand der Schiiler kbnnen Sie M 1 und M 2 weglassen. Beachten
Sie, dass M 1 Voraussetzung von M 3 ist. Beginnen Sie also dann mit den Anwendungsaufgaben
M 4 und M 5. Die Materialien M 6 und M 7 kdnnen Sie unabhangig voneinander erganzend einset-

Die Losungen zu den Materialien finden Sie hier.
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Das Marchen von Konig Raffzahn und seinen Reitern

Es war einmal ein Kdnig. Er lebte sehr verschwenderisch. Dauernd
erhohte er die Steuern, um sich seinen teuren Lebenswandel leisten
zu kdénnen. Sein Volk hasste ihn von Tag zu Tag mehr. Koénig Raff-
zahn flrchtete sich zu Recht vor einem mdglichen Attentat. Zu sei-
nem Schutz liel3 er sich im angrenzenden Meer — weit ab vom Fest-
land — einen Palast auf einer Insel bauen. Die Insel und das Festland
waren mit einer Reihe von goldenen Pfosten im Wasser verbunden,
deren Abstand so grof® war, dass Menschen ihn nicht iberspringen
konnten. Die wohlgenahrten koéniglichen Résser dagegen konnten
bereits im Alter von einem Jahr von einem Pfosten zum anderen

springen.
Das Pfostendiagramm fiir 1-jahrige Pferde: Konig Raffzahn
R
0 1 2 3 4 5 6 7 s | 9

Mit zwei Jahren konnten sie sogar schon einen Pfrston ausla. sen un gleich zur.. ubernachsten
springen.

) 1

=
o I R 3 Rt I R

Di'=ch ias gevund. ruwcr wu 2 ihre Sprungkraft immer grofer. Mit drei Jahren konnten sie gleich
alL f de jeweils Jritti Achsten Pfosten springen.

[

J 3 6 9

Mit vier Jahren konnten sie auf den viertnachsten Pfosten springen, und so weiter.

Natirlich werden echte Pferde im hohen Alter gebrechlich und ihre Sprungkraft lasst wieder nach,
aber in einem Marchen ist das eben nicht zwangslaufig so!

Aufgabe 1

Zeichne ein Pfostendiagramm, das beschreibt, wie die Pferde, die vier und fiinf Jahre alt sind, sprin-
gen.

Tipp:  Beginne bei 0. Beende dein Diagramm bei Pfosten 16 fiir die 4-jahrigen Pferde und bei
Pfosten 15 fir die 5-jahrigen Pferde. Achte auf den richtigen Abstand der Pfosten.

Aufgabe 2

Vergleiche die fiinf Diagramme. Was féllt dir auf? Diskutiert in der Klasse (ber eure Erkenntnisse.
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Die Zerlegung in Primfaktoren, ggT und kgV M2

Dass aus zwei Zahlen, die man miteinander multipliziert, ein
Produkt entsteht, hast du bereits in der Grundschule gelernt.
Wie aber sieht der umgekehrte Weg aus?

Nimm einen Stift und einen Zettel zur Hand.

Aufgabe 1

Versuche, die Zahl 48 in ein Produkt mit méglichst vielen Fakto-
ren zu zerlegen. Stift und Block

Benutze dabei aber nicht die Zahl 1!

© Pixelio

Aufgabe 2

Sortiere die Faktoren der GréBe nach und verwende ggf. die Potenzschreibweise.
Vergleiche dein Ergebnis mit dem deines Banknachbarn.

Merke Bl
Die Faktoren sind alle Primzahlen (sonst kdnnte man sie weiter zerlegen!). —‘
Man nennt das Ergebnis die Primfaktorzerlegung (PFZ) der Zahl 48. |

Aufgabe 3

Zerlege die Zahl 1296 in ein Produkt aus mug 'ichsi iiel~~ Faktorer (2her ohne Faktor 1).

Aufgabe 4

Bestimme die F. - der .’ahl 3. n7. Ube: 'ege dir zusammen mit deinem Banknachbarn ein Verfah-
ren zur ses.mmuo - =r PFZ das _ci1 solchen Zahlen mit Endnullen méglichst wenig Rechenauf-
v hd Hendtigt.

Al ifgab. 5

v! 2lches ist die kleinste Zahl, die sowohl im 48er- als auch im 72er-Einmaleins vorkommt?

Merke

Die kleinste Zanhl, die in verschiedenen Einmaleins-Reihen vorkommt, nennt man das kgV (kleins-
tes gemeinsames Vielfaches) dieser Zahlen.

Aufgabe 6

Die Zahlen 48 und 72 kommen beispielsweise im Zweier-, Dreier- und Vierer-Einmaleins vor. Finde
die gré8te Zahl, in deren Einmaleins 48 und auch 72 vorkommen.

Merke

Die grofdte Zahl, in deren Einmaleins zwei gegebene Zahlen vorkommen, nennt man den ggT
(groRten gemeinsamen Teiler) dieser Zahlen.

Aufgabe 7
Bestimme den ggT und das kgV der Zahlen 36 und 54.

Tipp:  Schreibe dir die Einmaleins-Reihen auf.
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Das Marchen geht weiter — Gemeinsamkeiten erkennen M3

Die Hofangestellten von Kénig Raffzahn wollen her-
ausfinden, welches Pferd auf welchen Pfosten springt.
Dabei stellen sich ihnen folgende Fragen.

Hilf ihnen!

Aufgabe 1

Welche Pferde (Alter in Jahren!) springen auf den
Pfosten mit der Nummer 6?

© Pixelio

Aufgabe 2

Welche Pferde springen jeweils auf die Pfosten mit
den Nummern 11, 12 bzw. 13?

Die Hofpferde

Aufgabe 3

Eine bildhiibsche 3-jdhrige Stute hat sich unsterblich in einen temperamer’ vollei . kréftig *n
4-jahrigen Hengst verliebt. Auf welchem Pfosten treffen sich die beider i kspii’e <. 'mals wit -
der?

Aufgabe 4

Wo treffen sich ein 6- und ein 9-jéhriges Pferc ersti..~'z ...~der?

Aufgabe 5

Wo treffen sich @11 12- 1 1d eir *Zqa>rige  “ferd erstmals wieder?

~i fgare 6

D. > Ge.chwist :rpferde Anabel (3 Jahre alt), Bernadette (4 Jahre) und Chrysantheme (5 Jahre) freu-
el sich aur ein Zusammentreffen. Wo findet dieses erstmals statt?

Aufgabe 7

Wo treffen sich ein 3-, ein 4- und ein 8-jahriges Pferd erstmals wieder?

Aufgabe 8

Wo treffen sich ein 12-, ein 16- und ein 18-éhriges Pferd erstmals und dann weiterhin wieder?

Tipp:  Schreib dir die Einmaleins-Reihen untereinander auf.
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Losungen

Losung (M 1) Das Marchen von Koénig Raffzahn und seinen Reitern

Aufgabe 1

Das Pfostendiagramm fiir Pferde, die 4 Jahre alt sind:

0

Das Pfostendiagramm fiir Pferde, die 5 Jahre alt sind:

0

Aufgabe 2

Vergleicht man die flinf Sprungbahnen der Pferde, fallt auf, dass einige Zahlen mehrfack aufi stei .

Das Pfostendiagramm fiir die 1-jahrigen Pferde:

0 1 2 3 \: ‘ | o 5 7 8 9
Das Pfostendiagramm fiir di : = idhrig '\n F.~t le:
. d

O is Pfostendiagramm fiir die 3-jahrigen Pferde:

Das Pfostendiagramm fiir die 4-jahrigen Pferde:

0

Das Pfostendiagramm fiir die 5-jahrigen Pferde:

0
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Beobachtungen:
Es gibt Zahlen, die 6fters auftreten als andere.

Es gibt Zahlen, die nur auf der ersten Strecke oder auf der Bahn des jeweils so alten Pferdes auftre-
ten. Dabei handelt es sich um Primzahlen (bis auf die Zahl ,1%, die per Definition keine Primzahl ist).
Haufig vorkommende Zahlen sind 8, 6 und 4.

Losung (M 2) Die Zerlegung in Primfaktoren, ggT und kgV

Aufgabe 1

Eine mogliche Zerlegung ist 48 =2 - 2 - 2 - 2 - 3. Dabei handelt es sich um die Primfaktorzerle-
gung, weil die Zahl 2 und die Zahl 3 Primzahlen sind. Man nennt die Zahlen in dieser Zerlegung
deshalb die Primfaktoren der Zahl 48.

Aufgabe 2

48=2-2-2-2-3=24-3

Aufgabe 3
1296=2-2-2-2-3-3-3-3=24-34

Aufgabe 4
36000=2-2-2:-2-2:-3:-3:5:-5-5=25.32.F
Verfahren:

Die Primfaktorzerlegung voii < ai 'en mit mei.ve en | !"Z.i am Ende gestaltet sich folgen-dermafen:
Fir jede Null, die . eive Zal | an: =hang't wira, nehme man das Produkt der Primfaktoren mal 10,
also 2 - £. Nas b deut .t in u iserem Teispiel, dass man zunachst die PFZ der Zahl 36 bestimmt:
3¢ =2 -32.Nant ztracite n' . nach dieser Regel:

3 -1C=360=22-_..-10=22-32-2-5=23-32"5.

D 2 Zahl 30 u00 besitzt 3 Nullen, das bedeutet: 36 000 = 22 - 32 - 23 - 53 =25 - 32 - 53.

Somit wird flr jede angehangte Null das Produkt 2 - 5 an die PFZ der Zahl ohne Nullen heranmulti-
pliziert.

Aufgabe 5

Aus der PFZ von 48 = 24 - 3 und 72 = 23 - 32 folgt, dass 144 = 24 - 32 =48 - 3 = 72 - 2 die kleinste
Zahl im 48er- und 72er-Einmaleins ist, die in beiden Einmaleins-Reihen vorkommt. Somit ist 144 das
kgV von 48 und 72.

Aufgabe 6

Die gréfte Zahl, in deren Einmaleins sowohl 48 als auch 72 vorkommen, ist

24=2-2-2-3=2%-3. Alsoist 24 der ggT von 48 und 72.

Aufgabe 7
ggT(36; 54) = 18 kgV(36; 54) = 108
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