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Differenzialgleichungen vom Typ y'= f(y, x)
und y"= fly’, y, x) — ein Projekt

Christian Rilhenbeck, Bovenden
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argangen auf. Hier dargestellt:
aine gedampfte Schwingung.

Differenzialglaichungen traten haufi
dar Graph einer numerisch bestimmtan

Immer ofter tauchen selbst in populérwissenschaftlichen Texten Hinweise auf die zuneh-
mende Bedeutung von Differenzialgleichungen auf. In der Oberstufe der Schulen kom-
men sie speziell im Fach Physik, aber gelegentlich auch in den Fachern Chemie und
Biologie vor. Wie kommt man auf solche Gleichungen, und wozu sind sie gut? Sie finden
in diesem Beitrag einige Anregungen und Bearbeitungen flir den Einsatz in der Schule.
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Differenzialgleichungen vomTyp v’ = fly, x) und v" = fly', y, x)

Reihe 6 Verlauf Material LEK Glossar Losungen
S4
Auf einen Blick
Teil I: Numerische Losungen ausgewaihlter DGL
Material Thema Stunde
M1 Pflécke in einem groBen Sandplatz (Einstieg) 1.2,
Eine motivierende Aufgabe als Einstieg
M2 Die numerische Bearbeitung des Einstiegsproblems 3.
Erste Mutzung der Tabellenkalkulation
M3 Einige Beispiele zur Ubung 456
Mumerische Lisungen zu DGL erster und zweiter Ordnung

Teil II: Analytische Losungen ausgewdéhlter DGL

Material Thema y, ‘ 2 gtunda

M4 DGL erster Ordnung 7.-10.
DGL, die nach Trennung der Variablen durch Umkehrung der
Kettenregel losbar sind

M5 Exkurs: Zur logistischen Wachstumsfunktion 11./12.
Analytische Behandlung einer bekannten Waehstumsfunktion

Mé& DGL zweiter Ordnung 13.M14.
Aus der Kenntnis der Eigenschaften von Kosinus- und e-Funk-
tion folgen Losungsansatze bestimmter DGL.

Teil lll: Vom Nutzen der DGL in der Schule
Material 4 L y Thema Stunde

M7 DGL der Physik: Infablatt (Bsp.: Schwingungsgleichungen) 1.2,
Mumerische Lidsung der Schwingungsgleichung

Msa DGL der Physik: Aufgaben 3-8,
Analytische Losungen zu:
Schwingungsgleichung, Kondensatorentladung, radioaktiver
Zerfall, Fall mit Luftreibung, Schriédingergleichung und line-
arer Potenzialtopf

M3 DGL der Chemie (auf CD-ROM 66} HA

M 10 DGL der Biologie (auf CD-ROM 66) HA

Minimalplan

Behandeln Sie entweder die numerische Lésung ausgewéahlter DGL (Teil I) oder die ana-
lytische Losung ausgewdhlter DGL (Teil 1l}. Die Anwendungen (Teil 1ll}) sollten Sie kurz
anreilfen und interessierten Schilern als Hausaufgabe geben, insbesondere das Mate-
rial, das Sie auf CD-ROM 66 (DGL der Biologie und Chemie) finden.
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S3
M3 Einige Beispiele zur Ubung

Einzelarbeit

Im Prinzip kdnnen Sie sich ihre Aufgabenstellungen selbst wahlen, und
vielleicht werden Sie auch vieles ausprobieren. Die folgenden Aufgaben
sollten Sie bearbeiten, weil Sie dabei auf bekannte Funktionsgraphen
stolfen werden.

Aufgabe 1

Wihlen Sie ausreichend kleine Schrittweiten. Bestimmen Sie — wie beim Arbeitsblatt
M 2 erklart — Funktionsverldufe, die aus folgenden DGL und folgenden Startpunkten
resultieren. Stellen Sie Vermutungen an, um welchen Funktionstyp es sich jeweils han-
deln konnte.

a) y’'=-y und (0[6) b) v':z% und (-4|6) ¢) y' =-yi und (0[6)
.1 1 , 3 ., X
dl y'=— und | 0] 2 el y'=-y"x und (0]|6) fl v == und (0|2)
¥ ¥

Kdnnen Sie in einem Fall eine Ungenauigkeit entdecken, die durch dasnumerische Ver-
fahren verursacht wird?

Erweiterung der Tabellenkalkulation

Um DGL vom Typ v” = fly",y.x) numerisch bearbeiten zu kénnen, ist die Kopfzeile der
Tabellenkalkulation wie folgt zu ergénzeminutzen Sie ein zweites Tabellenblatt):

A B c D E F

Zeile | Parameter | Betrag | x s ®+Ax | y" =fly.,v.x) | v =y +y"Ax | y = y+y'Ax

In der Spalte D erscheint der Term der DGL, 2w der der Funktionsverlauf ndherungsweise
bestimmt werden soll.

Aufgabe 2: Entdeckungen zur DGL y* = fly', v, x)

Waihlen Sie wig A Aufgabe 1 ausreichend kleine Schrittweiten und bestimmen Sie die
Funktionsverlaufe, die aus den nachfolgend genannten DGL und den Startpunkten resul-
tieren.

Stellen Sie ‘auch hier Vermutungen an, um welche Funktionen es sich jeweils handeln
kénnte.

al y"=3y+2,(0/2) und y0)=3

b} y"==3y+2,10|12) und y'(0)=0

¢l y"=-y =20y, (0]0) und y'(0)=-20
d) y" =y -20y, (0|0) und v'(0)=-20
el y”=-0,4y", (0]0) und y'(0) =50

f) y"=-0,4y -3y +2x, (0]2) und y'(0)=-5
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M8 DGL der Physik: Aufgaben

Aufgabe 1: Schwingungsgleichung
a) Gehen Sie mit dem Ansatz y = Ae®" -f(t) in die DGL y+ay+fy=0.
Welche neue Gleichung entsteht?

Tipp

Da B eine zunachst frei wahlbare Konstante ist, konnen Sie B=-u/2 verwenden.
Dadurch entsteht eine Ihnen bekannte DGL.

b} Bestimmen Sie nun fir die neue DGL wie anschlieBend fir die DGL y+uy+pfy=0
die Schar der Losungen.

c) Wer schafft die Probe?
Tipp
Es geht etwas leichter, wird zwischendurch m =m, verwendet.
d) Zeichnen Sie den Graphen der Losungsfunktion fiir die Parameter y(0) =5, o =1, f = 20.

Aufgabe 2: Kondensatorentladung, radioaktiver Zerfall

Wird ein vorher aufgeladener Kondensator mit der Kapazitat C iber einen Widerstand
R entladen, ist die Anderung der Stromstérke proportional der aktuellen Stromstérke,
d. h. es gilt die DGL

1

RC
Diese DGL ist Ihnen bekannt, siehe Arbeitsblatt M 4.

Gleiches gilt fur den radioaktiven Zerfall, bei dem die Zerfallsrate N proportional der
aktuellen Anzahl N nicht zerfallenér Partikel ist,d: h. die DGL N=-kN mit der Zerfalls-

konstanten k zutrifft. Bestimmen Sie Losungsfunktionen der DGL | = —%I bzw. N=—kN.

Aufgabe 3: Fall mit Luftreibung

Lassen Sie beispielsweise €ine Styroporkugel aus grofRerer Hihe fallen, beobachten Sie
zunachst einen B&schleunigten Fall dhnlich dermn freien Fall, der aber schnell in ginen
Fall mit konstanter Sinkgeschwindigkeit Obergeht. Zur Aufstellung einer DGL hilft wie-
der die Newton'sche Kraftebilanz, nach der die Summe aller angreifenden Krafte MNull
ergibt.dn digserm Fall sind drei Krafte im Spisl: my-Av? +mg=0, d. h. es liegt die DGL

s, W

Y m‘r" g -

Invdieser Gleichung bedeuten:

m = die Masse der Styroporkugel, g = die Schwerebeschleunigung und A =% pAc, eine

Konstante, die zusammen mit y* den Luftwiderstand beschreibt; p ist die Dichte der
Luft, A die Querschnittsflache des bewegten Kdrpers und c¢,, der sog. Widerstandsbei-
wert, der im Fall der Styroporkugel etwa 0,23 betragt.

Bestimmen Sie flir den Anfangswert v =0 auf numerischem Wege eine Losungsfunk-
tion der DGL ¥ =ky® —g mit k:%sﬂ.clm‘ {m im Nenner = Masse: m~' = 1/Meter)

und g=9,81 m,.'fsz die Schwerebeschleunigung.
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