Geist- und lehrreiche Tangentenzauberei

- Verlauf Material LEK Glossar Loésungen

~Noli me tangere!” — obwohl ..., warum eigentlich nicht?

Geist- und lehrreiche Tangentenzauberei

Florian Borges, Traunstein

.
Mutzen Sie die d ische Geometriesoftware GeoGebra, um lhren Schilern den Verlauf
angenten, Hillkurven und Ortslinien (von Extrema und Wendepunkten) deutlich zu
ma Der Beitrag eignet sich, um Grundbegriffe der Analysis in einem spannenden
Kontext zu vertiefen, und ist somit eine gute Ergénzung zu den Schulbuchaufgaben,
wenn Sie sich mit lhren Schilern auf das Abitur vorbereiten.

' httpsiiwww.gaogebra.org/Tlang=de
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Geist- und lehrreiche Tangentenzauberei

Reihe 24 Verlauf Material LEK Glossar Losungen
sS4
Auf einen Blick
Material Thema Stunde
M1 Der Kreis — Einfiihrung 1.
(Einstieg) Einflihrungstext, Eigenschaften eines Kreises, Darstellung
des Halbkreises als Funktion
M2 Die Halbkreis-Tangentenschar 2.
Tangenten, Tangenten- und Normalenschar sowie deren
Visualisierung in GeoGebra
O GeoGebra
M3 Eine besondere Geradenschar 3.
Hallkurven von Funktionsscharen
d GeoGebra
M 4 Der Halbkreis als Hillkurve der Tangentenschar 4,
ein Rezept zum Auffinden der Hillkurve an eine Funktions-
schar
M5 Eine Parabel als Hiillkurve einer Geradenschar 5.
zwei Beispiele zur Berechnung und Visualisierung von Hull-
kurve an Geradenscharen
O GeoGebra
M6 Hiill- und Ortskurven bei Parabélscharen 6.
Berechnung von Hillkurve und Ortskurve der Scheitel einer
gegebenen Funktionenschar
Tipp Die Funktionénschar und die Ortskurven sind
auf der Farbfolie dargestellt.
M7 Ortskurve von Wendepunkten 7.
optional Neben der Hullkurve und Ortskurve der Scheitel wird nach
mit Folie vorgegebenem Rezept die Ortslinie der Wendepunkte ermit-
telt.
M 8 Und jetzt noch in ,3D": Berihrebenen an eine Kugel 8.
optional Die Uberlegungen werden auf dreidimensionale Objekte
erweitert: der Kreis wird zur Kugel und die Tangenten zu
Beruhrebenen.
d GeoGebra
Mg Beriihren leicht gemacht” - testen Sie lhr Wissen! 9,
{LEK) Eine gegebene Funktionenschar wird auf die Existenz
gemeinsamer Punkte, Ortskurven der Extrema und Wende-
punkte sowie einer Hiillkurve untersucht.
M 10 Tippkarten ,Visualisieren mit GeoGebra”
wichtige Informationen zur Darstellung von Funktionen-
scharen mit GeoGebra und der Nutzung der 3D-Grafikansicht
M 11 Die Tangentenbilder im Uberblick

Die Losungen zu den Materialien finden Sie ab Seite 13 (Losungsseite 1).
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Reihe 24 Verlauf Material LEK Glossar Lésungen
$3

M 4 Der Halbkreis als Hullkurve der Tangentenschar
Die Geradenschar mit der Gleichung: “/A

tixl=vy, =

schmiegt sich (vgl. M 3) an den (oberen Halb-)Kreis um den Ursprung (0|0) mit Radius 5,
wobei der Parameter a die Werte von jeweils ausschliellich =5 bis 5 durchlauft:

Die Geradenschar dringt also offenbar
nicht in diesen Kreis ein, der Kreis
bildet die sog. Hillkurve der Geraden-
schar. Rechnerisch lasst sich die Funk-
tion dieser Hulllkurve ermitteln, indem
man kurzzeitig die Rollen von  Variable”
* und ,Parameter” a leigentlich beides
reclle Zahlen) vertauscht. Die Punkte der
Hiillkurve (z. B. bei x = 3 der Punkt (3|4))
ergeben sich als bzgl. a extreme Werte
lalso Minima wie hier bzw. Maxima). b

Die Frage lautet also bei jedem (festen) x-Wert: Welche Schargerade (= Wert von a) hat
hier den hdchsten bzw. niedrigsten y-Wert? Dies gelingt nach folgendem Rezept:

Man leitet dazu die Schargleichung nach a (!} ab und setzt sie'null, wie auch sonst
bei der Suche nach Extrema. Die dadurch gelieferte Beziehung zwischen a und x ldst
man nach a auf und ersetzt a im Scharterm dureh denyAusdruck mit x. Das Ergebnis
ist eine Funktion mit Variable x, deren Graph. die Hiillkurve beschreibt.

Aufgaben
25

-a
= SX

"o J25-4 J25-4°

nach a, setzen Sie digse null und losen Sie die Gleichung nach a auf,

1. Bestimmen Sie die Ableitung der Geradenschar: t(x)=vy

2. Ersetzen Sie den Parameter a im Scharterm durch den Ausdruck der soeben be-
stimmten Gleichung. Das Ergebnis ist die Gleichung der Hillkurve.

M 5. Eine Parabel als Hillkurve einer Geradenschar

Mach dem Beispiel einer Geradenschar, die sich an einen Halbkreis schmiegt, meidet
auch die Geradenschar mit der Gleichung: falx}=ax—32 einen Bereich des Koordinaten-
systems;sie hat also auch eine Hillkurve, allerdings von anderer Form.

Aufgaben

1. Stellen Sie die Schar flir Parameterwerte von -5 bis & dar (beispielsweise mit Geo-
Gebra und dem Befehl ,Folgelax-a”2,a,-5,5,0.2]".

2. Berechnen Sie mit dem Rezept aus Material M 4 die Hillkurve und ergénzen Sie deren
Graph im Bild mit den Schargeraden.

3. Nach einer Parabel als Hillkurve einer Geradenschar;drehen wir den Spiefl um™:
Zeigen Sie, dass die Parabelschar: fa{x}=><2—ax+%+a—3 eine Gerade als Hiill-

LKurve” besitzt und bestimmen Sie deren Gleichung.
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M 10 Tippkarten ,Visualisieren mit GeoGebra”

Schneiden Sie die Tippkarten entlang der gestrichelten Linien auseinander!

Tipp 1  Darstellen einer Funktionenschar

Figen Sie einen Schieberegler a im Bereich -5 bis 5 mit einer
Schrittweite von 0.1 hinzu.

Tippen Sie die gegebene Funktionsgleichung in das Eingabe-Feld

ein. Die Funktion erscheint nun im Grafik-Fenster. Bchieberegler

Wihlen Sie nach Rechtsklick auf die Funktion im Grafik-Fenster die
Option ,Spur ein” aus.

Ziehen Sie den Schieberegler langsam von -5 bis 5. Im Grafik-
Fenster wird nun die gesamte Schar an Funktionen angezeigt.

Tipp 2  Darstellen einer Funktionsschar als Folge

Der Befehl ,Folge” hat in GeoGebra die Syntax:

Folgel=Ausdruck=, <Variable=, <Startwert> <£Endwert=, <Schrittweite=].

Geben Sie in das Eingabe-Feld Folgel...]

. als <Ausdrucks= die gegebene Funktionsgleichung der Funktionsschar,
. als <Variable= a,

. als =Startwert> -5,

. als <Endwert> 5 und

. als <Schrittweite= beispielsweise 0.05 ein.

Matirlich kénnen Siefur Starts Endwert und Schrittweite beliebige andere
Werte verweénden.

Tipp 3 Die 3D-Grafikansicht verwenden

Starten Sie unter Ansicht die 3D-Grafik

& 3D Grafik Strg+Umschalt+3

Die Gleichungen der dreidimensionalen Objekte geben Sie wie gewohnt in das

Eingabe-Feld ein.

Verwenden Sie fir die drei Koordinaten die Bezeichnungen x, y und z (nicht x,,

¥, und %,).

Beispiel: Eine Kugel mit dem Radius 8 um den Ursprung

Eingabe: x2 + y:+2*-64=0

T R
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