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Analysis

Sinus- und Kosinusfunktion —
Definition und Einfluss der Parameter

Ein Beitrag von Diana Hauser
Mit lllustrationen von Julia Lenzmann

n
o

Die Sinus- bzw. Kosinusfunktion hat viele i schaften: Man kann sie im Bogenmal
und im GradmaR darstellen. Si
phen — dhnlich zu ganzratie

die Parameter a,
gemeinen Kasi

Dauer: & Unterrichtsstunden (Minimalplan 3)

Inhalt: Sinusfunktion, Kosinusfunktion, Periode, Amplitude, Bogenmag,
Gradmald, Wertemenge
Kompetenzen: mathematisch argumentieren (K1), mathematische Darstellungen

verwenden (K4), mit symbolischen, formalen und technischen
Elementen der Mathematik umgehen (K5)
Zusatzmaterialien: GeoGebra-Dateien
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Auf einen Blick

Ab: Arbeitsblatt; Mb: Merkblatt
Planung flir & Stunden

Einstieg

M 1 (Ab) Hintergrundwissen: Sinus und Kosinus am Einheitskreis
Erarbeitung

Teil 1

M 2 (Ab) Problemstellung: Graphen vergleichbar machen

M 3 (Ab) Gradmal und Bogenmal

M & (Ab) Eigenschaften der Sinus- und der Kosinusf

Teil 2

M 5 (Ab) Parameter b in fix)=sinibx) b

M & (Ab) Parameter a in flx}=asinl

M 7 (Ab) Parameter d in flx)=sin

M 8 (Ab) Parameter ¢ in f(x) =sin(

Ergebnissicherung

M 9 (Mb) - und Kosinusfunktion wissen!

M 10 (Ab) ogen: Ist die Aussage richtig oder falsch?

M ammenflihren der Parameter a, b, ¢ und d
Te

12 (Ab) Wissenstest — Wie fit sind Sie?
Losung

Die Losungen zu den Materialien finden Sie ab Seite 26.
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Minimalplan

Die Zeit ist knapp? Dann planen Sie die Unterrichtseinheit fir drei bis vier Stunden mit den folgen-
den Materialien:

M 3 (Ab) GradmaR und Bogenmal

M & (Ab) Eigenschaften der Sinus- und der Kosinusfunktion

M 5 {(Ab) Barameter b in f{x)=sin{bx) bzw. f{x)=cosibx}

M & (Ab) Parameter ain flx)=asin{x) baw. fix)=acos(x)

M 7 (Ab) Barameter d in flx)=sin{x)+d bzw. fix)=cos{x)+d
M 8 (Ab) Parameter cin fix) =sin{x+c) baw. fix)=cos{x+c)
M 11 (Ab) Zusammenfihren der Parameter a, b, c und d
Erklarung zu den Symbolen

Dieses Symbol markiert differenziertes Material. Wenn nicht anders a
finden sich die Materialien auf mittlerem Niveau.

@ einfaches Niveau @ mittleres Niveau

\ag
¥
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M1

Hintergrundwissen: Sinus und Kosinus am Einheitskreis

Die Graphen der Sinus- und der Kosinusfunktion kénnen (ber den Einheitskreis und das Abtragen
von Punkten in ein Koordinatensystem gezeichnet werden. Die drei K3sten fassen die wesentlichen
Erkenntnisse hierzu zusammen.

Sinus und Kosinus am Einheitskreis

Der Sinus ordnet jedem Winkel a die y-Koordinate des
zugehdrigen Punktes auf dem Einheitskreis zu.

Der Kosinus ordnet jedem Winkel a die x-Koordinate des
zugehdrigen Punktes auf dem Einheitskrels zu.

Wichtige Beziehungen:

sinfce) = sinf180° - o) coslo) = ~cos(180° — a)
sinfa) = —sin(360° —w)  coslo) = cos(360° —a)
sinfa) = =sin(180° + @) cosla) = —cos(180° + a)
sinfe) = sint360° + o) coslo) = cos(360° + o)

Sinusfunktion

Die Sinusfunktion ist eine periodische Funktion,
Funktionswerte nehmen nur Werte im Bereich

n Verl le 360" wiederholt. Die

sina
N

/’\g’
mwmm’\

eine ische Funktion. Sie ist die um 90° nach links verschobene

/\ a,
1@300‘3&0’«#%

Aufgabe

Wiederholen Sie kurz das Wissen rund um das Thema ,5inus und Kosinus am Einheitskreis”.
Leiten Sie die wichtigsten Beziehungen des ersten Kastens her, indem Sie beliebige Werte filr o ein-
setzen und die Gleichheiten in der Grafik im zweiten bzw. dritten Kasten wiederfinden.

Klaren Sie gemeinsam auftretende Fragen.
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M3 GradmaR und BogenmaR

Um zum Beispiel eine Parabel mit einer Sinusfunktion vergleichen zu kinnen, muss beim Zeichnen
der Sinusfunktion fiir die x-Achse eine andere Einheit als Grad gewahlt werden. Zur Lisung des
Problems schauen wir uns noch einmal den Einheitskreis an.

o

‘ Der Umfang eines Kreises ist u=2m-r mit der Kreiszahl n=3,14...

Im Einheitskreis kann jeder Winkel o durch die zuge-
hiirige Lange des Kreisbogens beschrieben werden,
Die Lange eines Kreisbogens berechnet sich dber:

oL
360°
Fiir den Einheitskreis mit Radius r = 1 ergibt sich:
- a .
- 360°
Die MaBzahl der Kreisbogenlinge im Einheitskreis
heilt BogenmaR. Die Einheit ist Radiant (rad), aber
sie wird meist weggelassen.

b= 27T

b

2n

Umrechnung GradmaR und Boge

3607 im Gradmal entsprechen 2x t sich:

Bogenmal in GradmaR

o= * -360° [bzw. o X IEU“)
2m b

standardmagig eingestellt. Ist jedoch das BogenmaR gegeben, muss die Einstellung
auf RAD (Radiant) gewechselt werden.

f
Durch die Umrechnung vom Gradmal ins Bogenmal ' = !
kinnen wir problemlos die Parabel und die Sinusfunkti- 2
on in dasselbe Koordinatensystem zeichnen, denn statt 3
Grad stehen an der x-Achse nun reelle Zahlen. \g\ X
2 JE=E a\:
-4
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@®

Aufgabe 1
Rechnen 5ie die Werte in das Gradmal bzw. das Bogenmali um,
GradmaR 0° 30° 60° 20* | 120° 150°
BogenmaR -7 -1 s
Aufgabe 2

Die Regeln in der Tabelle sind im GradmaR gegeben. Formulieren Sie sie auch im BogenmaR.

GradmaRg

BogenmaR

sinfa) =sin(180° - a)

sinle) = —sin(360% — )

sinfo) = =sinl180° + o)

sinfoc) =sin(360% + o)

coslo) =—cos(180° —a)

cosioe) = cos(360° — o)

cosla) =—cos({180° + a)

coslo) =cos(360° + a)

Aufgabe 3

Beachten Sie |hre Taschen
al Berechnen Sie die

\2\,
§Q

Gradmali.

&@®

60" 100° | 150% | 190° | 240 | 3207
b ie die Werte der Sinusfunktion im BogenmaR.
2 Nachkommastellen.
1 5 19 16
X —N —T =T =1 —T —nN —n —Tn
4 9 18 9
sinfx)

¢} Vergleichen Sie die Werte in den beiden Tabellen. Was stellen Sie fest?
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M 4 Eigenschaften der Sinus- und der Kosinusfunktion

Periode, Ruhe, Amplitude, Definitions- und Wertemenge

Periodische Funktionen haben einige Besonderheiten. Sie haben eine Periode, eine Ruhelage und
eine Amplitude. Sie haben wie andere Funktionenklassen auch eine Definitions- und eine Werte-

menge.

Periode der Funktion

Die Sinus- und die Kosinusfunktion verlaufen periodisch. Das bedeutet, dass sich die e
nen Abschnitte der Funktion in regelmaRigen Abstanden immer wieder wiederholen.
wiederholende Abschnitt heilit Periode,

r sic

Ruhelage und Amplitude der Funktion

Die Ruhelage ist der Funktionswert, um den die Funktion schwin
Mitte zwischen dem graften und dem niedrigsten Funktionswe

Die Wertemenge ist die
die fur y herauskommen,

rte fiir x aus der Definitionsmenge einsetzt.

der Sinusfunktion sinix).

T

i

a) Kennzeichnen Sie eine Periode der Funktion und bestimmen Sie ihre Lange.

bl Kennzeichnen Sie die Ruhelage und die Amplitude der Funktion und bestimmen Sie den Wert
der Amplitude.

¢} Geben Sie die Definitions- und die Wertemenge der Funktion an.
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M5

@®

Q o
MNehmen Sie sich zur Bearbeitung der Aufgabe die GeoGebra-Dateien zu Hilfe, um sich den

Parameter b in f(x) = sin{bx) bzw. f(x) = cos(bx)

sin(x) bzw. cosi(x) haben die Periode 2n. Der Faktor b vor dem % in fix) = sin{bx) bzw. fix} = cos{bx)
verdndert die Periodenlinge der Sinus- bzw. Kosinusfunktion. Die Sinus- bzw. Kosinusfunktion wird
dabei in x-Richtung gestreckt oder gestaucht und manchmal auch an der y-Achse gespiegelt.

Kleinste Periode

Die kleinste Periode berechnet man mit der Formel p= ‘%ﬂ‘

Aufgabe 1
a) Offnen Sie die Datei Sinusfunktion.ggb und beschreiben Sie, wie sich der Gr
funktion mithilfe des Schiebereglers b verandert,

unktion zutreffend sind.
ieder den Schieberegler b.

bl Priifen Sie, ob |hre Aussagen aus Teilaufgabe/@ auch fiir die

Offnen Sie hierfiir die Datei Kosinusfunkti

Aufgabe 2
a) Bestimmen Sie die kleinste P

Funktion Funktion kleinste Periode

f(x) = sin(2x) jlxh=cos(—4x)

3
kix)= =
(x) ms[ﬁ x]
l{w}=c+:rs[—lx]
2

mix) = cos(1,5x)

Sachverhalt besser visualisieren zu kénnen.

bl Machen Sie Aussagen dariiber, fir welche Werte fiir b die kleinste Periode grifer bzw. kleiner
als 2w ist. Stellen Sie allgemeingiltize Regeln auf, fiir welche Werte fiir b die Sinus- baw,
Kosinusfunktion in x-Richtung gestreckt bzw. gestaucht wird und fir welche sie an der y-Achse
gespiegelt wird,
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Aufgabe 3
Ordnen Sie richtig zu.

flx)=sin(2x)

gix) =sin(—2x) ‘

hix) = cos(0,5x%) ‘

CHEEEN
NI/E TN

Aufgabe 4
Finden Sie sich zu 7weit zusammen.

Bestimmen Sie aus der Abbildung die kleinste Perio
Entscheiden Sie, ob es sich um eine Sinus- oder ei
die zugehdrige Funktionsgleichung auf.
E)

b

)
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Das miissen Sie zur Sinus- und Kosinusfunktion wissen! M9

Umrechnung GradmaR und BogenmaR

GradmaRk in BogenmaR Bogenmal in GradmaR | @
o o X X
K= -2m [bzw.x= ~rr] o =—-360% (hm.u=—-18ﬂ°]
360° 180 2m T

Sinus- und Kosinusfunktion

Sinusfunktion sin(x) Kosinusfunktion cos
| Periode 2
| Ruhelage w-Achse
| Amplitude 1
Definitionsmenge D=R
Wertemenge W=[-1;1]

sindbx)

in x-Richtung strecken/
stauchen und Einfluss auf
die Periode

acos(x)

Amplitude: 1al
Werternenge: [-a; al
-1 <a < 1 in y-Richtung gestaucht
lal » 1 in y-Richtung gestreckt
a < 0 an x-Achse gespiegelt

sin{x)+d cos(xi+d

Werternenge: W=[-1+d;1+d]
d = 0: nach oben verschoben
d < 0 nach unten verschoben

sinix +c) cosx +c)
nach rechts/links

verschieben ¢ < 0: nach rechts verschoben
¢ » 0z nach links verschoben
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M 10 Tandembogen: Ist die Aussage richtig oder falsch?
So geht's
: 1. Bearbeiten Sie das folgende Arbeitsblatt zu zweit, Falten Sie das Arbeitsblatt dazu entlang der
St Mittellinie.
2. Person B beginnt und entscheidet fiir die erste Aufgabe, ob sie richtig oder falsch ist, Person
Grafik: Julia Lenzmonn A kontrolliert das Ergebnis (grau) auf ihrer Seite. Dann entscheidet Person A fiir ihre erste Auf-
gabe usw.
Helfen Sie sich gegenseitig.
Person A Person B

Der Graph von sin(2x) ist um 2 nach rechts vé

verschoben.
A

] sin(2x) hat die kleinste Periode 0,57
o A
sin{—4x) hat die kleinste F @‘:
Der Graph van costx) - 5 ist um 5 nach oben verschoben.
Der Graph von cosix + W
—2sin(x) hat die Amplitude 2.

sinfx — 37 =sinix)
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Zusammenfiihren der Parameter a, b, cund d M11

In der Sinusfunktion und auch in der Kosinusfunktion kénnen alle vier Parameter gleichzeitig
vorkommen. Dies fihrt auf die allgemeine Sinusfunktion f(x)=asinibx+c)+d bzw. die all-
gemeine Kosinusfunktion glx)=acos(bx+c)+d.

1

Im Term sinibx +¢) bzw. coslbx +c) gibt nicht ¢ die Verschiebung nach rechts oder links an,

sondern % Das Stichwort hier heiRt ,Ausklammern®;

f{x}:asintbx+c}+d:asinib{x+§}}+d baw. g{x}:acustbx+c}+d:ams{b{x+%}l+d

| Tipp

Nutzen Sie fiir die folgenden Aufgaben Sinusfunktion.ggb und Kosinusfunktion.ggb
trachten Sie, wie sich der Graph verandert, wenn Sie mehrere Parameter gleichz

Aufgabe 1
Ordnen Sie die Aussagen im Vergleich zur Sinusfunktion sinix) pas

flx)=sin{x—3)-2

glx) =3sin(x)-2

hix)=—sin{x)+2

i) =sinlZx)+3

Verbinden Sie dig Aussagen - sprechenden Parametern in der Funktionsgleichung.
fle)==2sin(x+4)-1

Der Graph ist Der Graph ist in Der Graph wird

um & nach links y-Richtung an der x-Achse
verschoben. gestreckt. gespiegelt.
b) gln)=4cos2x—4)+2,5
Der Graph ist Der Graph ist Der Graph ist Der Graph ist
in y-Richtung um 2 nach rechts in x-Richtung um 2,5 nach oben
gestreckt, verschoben. gestaucht, verschoben.
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Aufgabe 3
Entscheiden Sie, ob die Aussage richtig oder falsch ist,
Korrigieren Sie sie, falls sie falsch ist.

richtig ~ falsch

Die Funktion flx)=sin{x+2)—3 ist um 2 nach rechts und um 3 nach
unten verschoben.

2 | Die Funktion gix)=-3cos(x)+5 verlauft durch den Punkt (0I8),

Die Funktion hix}=—sin{2x)+1 wurde um 2 in x-Richtung gestaucht,

3
an der x-Achse gespiegelt und um 1 nach oben verschoben.
" Die Funktion i(x) = cos(0,5% + 2} wurde um 0,5 in x-Richtung ge-
staucht und ist um 2 nach links verschoben.
5 Die Funktion jix)=—sin{—3x) wurde um 3 in x-Richtung gestreckt, an
der y-Achse gespiegelt und an der x-Achse gespiegelt,
Aufgabe &

Beschreiben Sie, wie die Funktion aus der Funktion sinix) C entstandenpist.
al flx)=sinlx—4)+9

b g{x}:—zmn{x}—%

) hix)=—cos(2x)
d) ikl =cos{2x +5)

Aufgabe 5
al Zeichnen Sie den Graphen von sin
bl Spiegeln Sie ihn erst
¢} Verschieben Sie ihn da
d) Geben Sie fiir

ein Koordinatensystem fir —2n<x<2m.
de Funktionsgleichung an.

ng der allgemeinen Sinusfunktion fix)=asin(bx+c}+d mit den

Eigenschaften Funktionsgleichung

Amplitude: 2; Periode: «;
Verschiebung nach oben: 3
Amplitude: 3; Periode: 2x;
Verschiebung nach links: 0,5

an x-Achse gespiegelt; Periode: 0,5x;
Verschiebung nach unten: 2

Verschiebung nach rechts: &

‘ an y-Achse gespiegelt; Periode: 4n;
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