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Stochastik

Wahrscheinlichkeitsverteilungen —
Schlafverhalten mathematisch betrachtet

Mach einer Idee von Mona Hitzenauer

Guter Schlaf ist wichtig flr Lernprozesse, Stressbewdltigung Und vieles mehr. Doch was bedeutet
guter Schlaf? In dieser Unterrichtseinheit setgengich die Lernenden mit diskreten und stetigen
Zufallsgréfben bzw. Verteilungén ausginander Wnd lernen im Besonderen die Normalverteilung
kennen. Dabei werden sie dufgefordeftgsich mitiirem eigenen Schlafverhalten zu beschaftigen,
und erkennen die Wichtigkeit vor @esundemund ausreichendem Schlaf. In einer Klassenumfrage
nutzen sie digitale Werkzeugézum Sammeln und Auswerten der Daten und starken ihre digitalen
Kompetenzen und Fahigkeit zur Teararbeit.
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KOMPETENZRROFIL

Klassenstufe: 11-13

Dauer: 6 Unterrichtsstunden (Minimalplan 3)

Kompetenzen: mathematisch modellieren (K3), mit symbolischen, formalen und
technischen Elementen der Mathematik umgehen (K5), kommuni-
zieren (K6)

Inhalt: diskrete und stetige Zufallsgrofien, Wertemenge, Dichte- und

Verteilungsfunktion, Normalverteilung, Erwartungswert, Varianz,
Standardabweichung, Histogramme, Graphen
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Auf einen Blick

Planung fiir & Stunden

Einstieg

M1 Gut geschlafen?

Bendtigt: O OH-Projektor bzw. Beamer/Whiteboard
Erarbeitung

M2 Diskrete und stetige Zufallsgrofen

M3 Zufallsgrofen unterscheiden

M4 Mormalverteilung

M5 Wie steht es um |hren Schlaf?

Mé Eine Klassenumfrage zum Thema Schlaf erstellen
Lernerfolgskontrolle

M7 Kinnen Sie den Lerninhalt im Schla
Losung

Die Lasungen zu den Materialien finden Sie

Minimalplan

aufeinander auf, allerdings konnen sie auch getrennt von-

Die Zeit ist knapp? Di
age aher einfach die Materialien aus, die Sie einsetzen méchten.

ymbol markiert differenziertes Material. Wenn nicht anders ausgewiesen, be-

@ finden sich die Materialien auf mittlerem Niveau.
@ einfaches Niveau mittleres MNiveau @ schwieriges Niveau

@ Zusatzaufgaben @ Alternative m@ Selbsteinschitzung

o6
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M1

Einstieg: Gut geschlafen?

& xubingrua/E+

World s.cop Society

»Schlafgerechtigkeit fur
globhale Gesundheit”

& gut geschlafen? Wusstet ihr das Schlaf
lafgerechtigkeit fiir globale Gesundheit” lautet das
laftags 2024. Die internationale Initiative wurde
society ins Leben gerufen. Coole Aktion!

iare ansanen

thom.sanders Heutzutage ist auch alles politisch! Aber auch nur weil o
die Politiker schlafen, & &

1 Wao Gefally 3 Mal Arbwomen

27 harald.boehm.offiziell @thom sznders bitte informiere dich, Selbst ©
&%  @tagesschau hat daven berichtet. Kannst du dir hier nochmal
angucken: https: wwow youtube comfwatch?wv=Maw_FDLpEsA
1 'Wo: Gafallt £3 Ma Arbworten

@ _Jjan.w_ Na, was heilst denn da gut?! st doch auch erstmal o
~  Definitionsfrage. Ich wiirde sagen, ich habe ,normal” geschlafen. ..

1Wo Gofalle 14 Mal  Ambaorien

Prafilbilder © colourbox; Emajis © bortonia/DigitalVision Vectors
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Erarbeitung: Diskrete und stetige ZufallsgroRen M 2

.Man, bin ich heute wieder mide!” Kennen Sie das? Sie sind eigentlich frih ins Bett gegangen,
aber fiithlen sich trotzdem villig unausgeschlafen? Nicht nur die Schlafdaver, sondern auch die
Schlafqualitt entscheidet iiber einen fitten Morgen. Besonders wichtig ist dabei der Tiefschlaf, eine
Schlafphase, in der sich besonders der Kiirper erholt und regeneriert. Untersucht man 100 Personen
im Schlaflabor, erreichen allerdings nicht alle die empfohlene Tiefschlafdauer.

Eine Zufallsgrofie X zdhlt die Anzahl der Personen, die die empfohlene Tiefschlafdauer aufweisen, X
kann damit die ganzzahligen Werte von 0 bis 100 annehmen.

Eine ZufallsgréRe X nennt man diskret, wenn die Menge der Werte, die sie annehmen kann,
endlich oder abzahlbar unendlich ist.

Ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung ordnet jeder Zahl x der Wertemenge eine bestimmte
Wahrscheinlichkeit P(X = x) zu.

Ihre kumulative Verteilungsfunktion ordnet jeder Zahl x der Wertemenge eine bestim
Wahrscheinlichkeit P(X < x) zu.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung und kumulative Verteilungsfunktion lassen sj
z. B. mit Histogrammen bzw. Treppenfunktionen darstellen,

Mun interessiert man sich dafir, welcher Anteil des Schlafes in der T

Eine Zufallsgrofe Y gibt diesen Wert in Prozent an. Y kann grun@satzlich alle Intervall
[0; 100] annehmen.
Eine Zufallsgrife X nennt man stetig, wenn die nehmen kann,

uberabzahlbar unendlich ist,
lhre Wahrscheinlichkeitsverteilung ordnet jeder Zahl
keit PLX = x) = 0 zu. :
lhre Verteilungsfunktion ordnet jedem Inte
funktion fx) folgende Wahrscheinli

B
Pla<X<b) =[f:x;dx
Die Wahrscheinlichke

er Wertemenge die Wahrscheinlich-

ferternenge mithilfe der Dichte-

sfunktion und Dichtefunktion lassen sich gra-
rstellen.

gebien Sie jeweils Beispiele solcher Mengen an.

Aufgabe 2
Erkldren Sie die Begriffe ,Wahrscheinlichkeitsverteilung” und  kumulative Verteilungsfunktion” in
Bezug auf eine diskrete Zufallsgrife.

ie die wabzdhlbar unendliche Menge"” und ,lberabzdhlbar unendliche @
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Aufgabe 3

Nehmen 5Sie Stellung zu den Aussagen und korrigieren Sie sie, wenn nitig.

a) Der Wert der Wahrscheinlichkeitsverteilung an der Stelle x einer diskreten ZufallsgroRe X gibt
die Wahrscheinlichkeit PX = x) an.

b) DerWert der Dichtefunktion f an der Stelle x einer stetigen ZufallsgroRe X gibt die Wahrschein-
lichkeit P(X = x) an.

Aufgabe 4
Durchschnittlich erreichen 40 % aller Menschen die empfohlene Tiefschlafdauer. Es werden 100
Personen im Schlaflabor untersucht. Eine Zufallsgrife X zahlt die Anzahl der Personen, die di -
fohlene Tiefschlafdauer aufweisen.

a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X an.

b) Stellen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X als Histogramm dar.
¢} Geben 5ie die Funktion der kumulativen Wahrscheinlichkeitsverteilung von X an.
d) Stellen Sie die kumulative Wahrscheinlichkeitsverteilung von X graphi

Aufgabe 5
Der Schlaf von 100 Personen wird im Schlaflabor aufgezeichnet.
Zeit bis zum ersten Aufwachen innerhalb eines Zeitinterva

b) Zeichnen Sie den Graphen der Verteilungsfunktion. Die Di ktion von Y lautet fix) = %
Aufgabe 6

Beweisen Sie, dass bei einer steti 3 if alle x aus ihrer Wertemenge stets
PIX = x) = 0gilt.

Aufgabe 7

X sei eine stetige Zufallsva Dichtefunktion fix). Das Intervall [a; b] ist in der Werte-
menge von X enthalte
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M5

Wie steht es um lhren Schlaf?

Verschiedenste Schlafparameter unterliegen einer Normalverteilung. Als ,normal” bzw. ,gesund”
wird oft der Bereich der einfachen oder doppelten Standardabweichung um den Erwartungswert
herum definiert. Dabei handelt es sich um eine grobe Einschitzung, die nur ein Anhaltspunkt sein
kann.

Liegt der Graph der Dichtefunktion fix) der Normalverteilung vor, kann man den Erwartungswert
w mithilfe des Hochpunktes H (Maximum) ablesen. und die x-Koordinaten der Wendepunkte W, ,
befinden sich im Abstand von o (Standardabweichung) um den Erwartungswert.

Vergleichen Sie dazu folgende Abbildung:

T

p -a \'\-l‘ IJ I r.- “ + a I-

f "Ex; I

Grafik: Mona Hitzenauer

Liegt der Term fi{x) der Dic
und die Standardabweichu
gelesen werden kinnen.
Esist:

verteilung vor, kann man den Erwartungswert u
esen bzw. den Term so umformen, dass die Parameter ab-

unachst folgende Daten lber sich selbst:

iche Uhrzeit des Zubettgehens am Abend

atzte durchschnittliche Zeit im Bett bis zum Einschlafen (in Minuten)
Durchschnittliche Schlafdauer (in Stunden, 2.B. 8,5 h)

Die unten stehenden Dichtefunktionen modellieren eine ideale bzw. durchschnittliche Gruppe
junger Erwachsener. Entnehmen Sie den Dichtefunktionen jeweils den Erwartungswert und die
Standardabweichung, Bestimmen Sie dann jeweils das Intervall der einfachen, doppelten und drei-
fachen Standardabweichung um den Erwartungswert. Beachten Sie dabei sinnvolle Definitions-
mengen.
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M6

Eine Klassenumfrage zum Thema Schlaf erstellen

Aufgabe 1
Sammeln Sie mit einem geeigneten Werkzeug bzw, Pragramm Daten von miglichst allen Personen
lhrer Lerngruppe tber die Schlafparameter aus M 5:
+  Durchschnittliche Uhrzeit des Zubettgehens am Abend
Geschdtzte durchschnittliche Zeit im Bett bis zum Einschlafen (in Minuten)
»  Durchschnittliche Schlafdauer (in Stunden, z.B. 8,5 h)

Aufgabe 2

Finden Sie sich in drei Gruppen zusammen und werten 5ie je einen Datensatz z.B.

Tabellenkalkulationspragramm aus:

a) Zeichnen Sie ein Histogramm (je nach Programm missen Sie dazu die Daten i
teilen).

b) Zeichnen Sie ein weiteres Histogramm mit einer groeren Anzahl von
Halfte ihrer Gesamtdatenanzahl).

¢} Ndhern Sie das Histogramm aus b) mithilfe einer Normalvertei
Erwartungswert und die Standardabweichung entsprechend.

d) Vergleichen Sie diese Normalverteilung mit der passen
bzw. Aufgabe 1) aus M 5. Erldutern Sie Gemeinsam
weichungen und versuchen Sie diese zu erklire i auch im Internet.

Aufgabe 3
Stellen Sie lhre Ergebnisse der Klasse vor.

\ag
¥
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Lernerfolgskontrolle: Konnen Sie den Lerninhalt im Schlaf? M7

Aufgabe 1

Erkldren Sie allgemein und an Beispielen den Unterschied zwischen einer diskreten und stetigen
ZufallsgroRe.

Aufgabe 2

Erklaren Sie die Begriffe Wahrscheinlichkeitsverteilung, (kumulierte) Verteilungsfunktion und
Dichtefunktion. Behandeln Sie dabei diskrete und stetige Zufallsgrofien getrennt.

Aufgabe 3
Ordnen Sie die Begriffe, Tabellen, Formeln, Beispiele und graphischen Darstellungen einer diskreten
oder stetigen ZufallsgroRe zu. Begriinden Sie lhre Zuordnung.

‘K -1 0 1 5 ‘

‘ PLX = x) 0,5 01 02 0.2 ‘

El
Binomialverteilung, Normalverteilung, P(X = x} = Ofuralle x, P(X < 3) = _,-rl
1]

POC=x) = () - p*- (1~ )™ fix) = & Dichtefunktion, P(3 < X < 5) =

0.1
005
0 10 20 30
Aufgabe 4

Laut der KiGGS-Langzeitstudia®
87 % der Madchen in diese
Stunden. Die Schlafdauer der 5ck it einer normalverteilten Zufallsgrife modelliert.
hschnittliche Schlafdauer und die Standardabweichung

stellt man bei 0,
a) Geben Si unktion an und zeichnen Sie sie.

b) Zeich ie die i nktion F. Erkldren Sie den Wert F{12) im Sachzusammenhang.
i <712). Erklédren Sie diese Wahrscheinlichkeit im Sachzusammenhang
n Sie lhr Ergebnis,

Aufgabe 5
Entnehmen Sie der Dichtefunktion der Normalverteilung den Erwartungswert und die Standardab-
weichung:

fix) = (187005 . e~ ix¥
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