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11.B.32

Lineare Algebra und analytische Geometrie

Ubergangsprozesse — Matrizen im Sachkontext
der Populationsentwicklung

Mana Hitzenauer
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kontext fir Ubergangsprozesse. In den enysich die Jugendlichen mit Uber-

gangsgraphen, Tabellen sowie Ubergangs berechnen mit einem Matrix-Vektor-Pro-

dukt Bestande nach verschiedene athematischen Inhalten sind Themen
der Bildung fiir nachhaltige n, etwa im Kontext der FSME-Impfung und der
Gentechnik.
KOMPETENZP
Klasse
Dauer: 12 Unterrichtsstunden
etenze mathematisch modellieren (K3), mathematische Darstellungen

verwenden (K4), mit mathematischen Objekten umgehen (K5),
mit Medien mathematisch arbeiten (K7)

Inhalt: Ubergangsprozesse, Ubergangsgraph, Tabelle, Gleichungssystem,
Ubergangsmatrix, Vektor, Produkt Matrix-Vektor
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Auf einen Blick

Einstieg/Erarbeitung

M1 Marienkafer — Darstellungen von Ubergangsprozessen kennenlernen
M2 Populationsentwicklungen unter der Lupe: Gewirzernte

m3 Populationsentwicklungen unter der Lupe: FSME

M4 Populationsentwicklungen unter der Lupe: Genmiicken

ms Ubergangsgraphen digital erstellen

Bendtigt: O Digitale Endgerate mit Internet

Die Zeit ist knapp? Dann planen Sie die Unterri i Stunden wie folgt:
ngsprozessen kennenlernen
pe: Gewirzernte, Aufgabe 1 und 2
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Marienkifer — Darstellungen von Ubergangsprozessen M1

kennenlernen

Es muss nicht immer die Chemiekeule sein. Gegen viele S5chadlinge gibt es auch natirlichere Mittel.
S0 auch fir die allseits ,beliebte” Blattlaus, Sie ist ndmlich die Leibspeise der Marienkaferlarve,
Rund 50 Blattlduse vertilgt eine Larve am Tag und erwachsene Kafer sogar 100.

Mach der Paarung legt ein Kaferweibchen seine Eier auf
Straucher und Gebisch ab, die mit Blattldusen befallen
sind. Geschiitzt an der Blattunterseite entwickeln sich
daraus unter optimalen Bedingungen die nitzlichen
Larven (siehe Bild).

Zur Blattlausbekdmpfung werden auf einem Johanni
beerstrauch in einem stets warmen Gewdchshaus 100
Eier, 20 Larven und jeweils 10 weibliche und E

© Ragnar1904/ Wikimedia Commans, ¢ Bysa 4.0  liche Kafer aufgebracht. Damit sich alle K3

Strauch mit einem engmaschigen Netz umschlossen.

Unter den beschriebenen Bedingungen beobachtet man jeweils in Zeitrdu
50% der Eier entwickeln sich zu Larven, der Rest der Eier wird von Larven
30 % der Larven reifen zu weiblichen Kifern heran, weitere 30 %
bleiben im Larvenstadium und der Rest verhungert oder wird ebenso von anderen
Weibliche Kdfer legen in einem Beobachtungszeitraurm im Schni i

Populationsentwicklung
Wir betrachten drei sogenannte Zustande: Ei (E),

das Maodell an, dass stets gentigend Mann

Ubergangsgraph
Aus den gegebenen Informati

etwerden wie folgt bezeichnet:

and zum gleichen Zustand als Uberlebenswahrscheinlichkeiten.

= wvon Kaferweibchen” zu Eier” mit Reproduktionsrate,

Ublicherweise zeichnet man keine Ubergange in den Tod (Sterbewahrscheinlichkeiten) ein.

Wichtig: Jeder Ubergang muss sich stets auf den gleichen Zeitraum beziehen.

Die (Uberlebens-)Wahrscheinlichkeiten bzw. (Reproduktions-)Zahlen miissen also entsprechend ge-
geben sein oder modelliert werden.
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Tabelle
Von Zustand ...
E L K
E 0 0 10
... nach
L 0,5 0,2 0
Zustand ...

K 0 03

Lesebeispiele

ten Uberganag.

Gleichungssystem
Den Anfangsbestand, also die Anzahl der Eier, Larven und
wirmit £, L und K, die Anzahlen nach einem Beobach ' end mit £, L und
K.

Mit den Informationen aus dem Ubergangsgrap
zeichnungen kénnen wir ein lineares Gleichungs

0 0 10
mM=|0502 0
0 0,3 0,8

@ Wichtig: Die Zustandsdnderungen miissen in der Tabelle stets von Spalte nach Zeile angeordnet
sein, damit man die Ubergangsmatrix direkt davon ableiten kann.
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Populationsentwicklung mit der Ubergangsmatrix berechnen

Mit dieser Ubergangsmatrix, die fir jeden Beobachtungszeitraum gleich ist, kinnen wir nun schritt-
weise die Anzahlen der Eier, Larven und weiblichen Kifer in monatlichen Abstinden berechnen.
Den Anfangsbestand kéinnen wir auch mit einem Anfangsvektor darstellen:

. Eg 100
Xg= f_n =| 20
Ko 10

Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor: Gerechnet wird , Zeile (der Matrix) mal Spalte
(des Viektors)"™:

a b c X a X + b y + c z
d e f y = d X + e y o+ f
g h i z g X + h y

Multiplizieren wir die Ubergangsmatrix mit dem Anfangsvektor, so erh
Eier, Larven und weiblichen Kafer nach einem Monat, also nach ein

Die ch ein raum sind also 100 Eier, 54 Larven und 14,5 weibliche Kafer. Klar gibt
lebenden) Kafer, allerdings handelt es sich hier nur um eine Prognose, die auf
Wahrschei n basiert. Es ist also nicht ungewdhnlich, wenn sich dadurch auch mal Komma-
zahlen als Anzahlen ergeben. Sinnvoll ist es daher, die Endergebnisse auf ganze Zahlen zu runden,
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Population eines beliebigen Zeitraums berechnen
Mit dem neuen Bestandsvektor kbnnen wir jetzt den Bestand nach zwei Monaten analog berechnen:

Moxy=x,
Da ;1 =M: ;a ailt, ersetzen wir ;1 in der oberen Gleichung und erhalten:
MM-xg=x; = M2 xo=x,
Flihren wir dies logisch fort, erhalten wir allgemein fiir den n-ten Monat:

n, _
M xg=x,

Ubergangsmatrix M eingeben (zeilenweise):
Anfangsvektor x_0 eingeben:

Bestandsvektor x_6& berechnen:

Mache alben Jahr gibt es daher etwa 1002 Eier, 356 Larven und 158 Marienkaferweibchen auf

m Johannisbeerstrauch.
h einem halben Jahr frisst die bestehende Marienkaferpopulation an einem einzelnen Tag also
rund
356 - 50 + 158 - 2- 100 = 49 400

Blattlause.
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Blattlauspopulation

Blattlduse durchlaufen im Frithjahr und Sommer meist geschlechtslose Entwicklungszuklen. Das
heift, es werden ohne Paarung nur Weibchen (lebend) geboren. Ohne die Marienkifer beobachtet
man in jeweils zehn Tagen auf dem Johannisbeerstrauch:

50 % 85 %

Aufgabe 1
Geben Sie die Ubergangsmatrix der Blattlauspopulation an.

Aufgabe 2
Berechnen Sie mithilfe eines Gleichungssystems die Blattlauspopulation nach zehn Tagen,
am Anfang 1600 Jungtiere und 1600 Weibchen vorhanden sind.

Aufgabe 3
Berechnen Sie mithilfe der Ubergangsmatrix mit einem CAS die Blattlau
(ca. 1 Monat).
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Populationsentwicklungen unter der Lupe: Gewiirzernte

Kartoffelpiiree, Kartoffelgratin, Blattspinat und Leb-
kuchen. In fast jedem Haushalt ist sie zu finden, und
wird gerne meist frisch in die Gerichte gerieben. Doch
kaum jemand weil, wo und wie das Gewi(irz angebaut
wird.

Der Baum, an dem sie wichst, fuhlt sich nur in den
Tropen wohl. Hohe Temperaturen und Luftfeuchtigkeit
sind Voraussetzungen filr ein gutes Wachstum und
Ernte. Daher wird die Kiichenzutat heute hauptsdch- Mona Hitzenauer @ RAABE

lich in Indonesien, Sri Lanka und etwa Grenada an-

gebaut. Erst nach 6-8 Jahren produziert die Pflanze erste Friichte, deren Samen wirals Muskatnuss
kennen. Ihre volle Produktivitit entfalten die Baume schlieRlich nach ca, 15 Jahren. Auch.der knall-
rote Samenmantel der Frucht wird als Gewiirz — Macis —in die ganze Welt @xportierts Der Muskat-
nussbaum kennt keine Saison, er hat das ganze Jahr iiber Bliiten, unreife und reife Friichte an seinen
Asten. Ist eine Frucht reif, platzt sie an einer Naht entlang auf und dér Samenmantel bzw. die Nuss
wird sichtbar (siehe Foto). Erst in diesem Stadium werden die Friichte geerntet (alle seths Monate)
und die Gewiirze sorgfiltig per Handarbeit extrahiert undigetracknet. Auch das Fruchtfleisch ist
essbar, schmeckt auch leicht nach Muskatnuss und wird teilweise zu Marmelade weiterverarbeitet.

Betrachten Sie den Ubergangsgraphen, der die Reifezustande innerhalb von sechs Monaten an
mehreren Biumen einer Plantage beschreibts

96 % E_EI O l_ %%
(¥ Y (_—";
Biume Lﬂj} Blite iﬁ“—} unre cht ﬁ} reife Frucht
Aufgabe 1

Interpretieren Sie den Ubergangsgraph und beschreiben Sie die Informationen, die er bereitstellt
(und welcheé nicht) sowiemogliche Grinde.

Aufgabe 2
Karrigieren Sie die zugeharige Ubergangsmatrix:

1 o 0 0
2300 0 0 0
0 0,40,2 0
o 060,502

Aufgabe 3

Betrachten Sie eine Plantage, deren Baume zum Anfangszeitpunkt 1000 Bliiten, 500 unreife und
200 reife Friichte tragen. Berechnen Sie, wie viele reife Frilchte nach sechs Monaten geerntet wer-
den kénnen, wenn 50 % der reifen Friichte geerntet werden.

Aufgabe 4
Berechnen Sie, nach wie vielen Ernteperioden die Plantage keine Bliten (gerundet) mehr produziert.
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Populationsentwicklungen unter der Lupe: Genmiicken M 4

Aedes agegypti, ein hilbscher Name fir ein kleines, aber den-
noch gefahrliches Tier, Die Agyptische Tigermiicke iibertragt in
den Tropen und Subtropen zahlreiche Viruserkrankungen, etwa
Gelb- und Denguefieber sowie Zika.

Beobachtungen im Versuch
In einem Zeitraum von jeweils 5 Tagen beobachtet man unter & james Gathamy/Wikimedia
maglichst natiirlichen Bedingungen in einem Versuchsaufbau Commons, gemeinfrei

folgende Entwicklungen, wobei die Geschlechter in allen Sta-

dien stets ausgeglichen sind:

Aus 80 % der Eier schliipfen weibliche und mannliche Larven. Der Rest der Eier entwickelt sich nic
weiter. In einem Beobachtungszeitraum wachsen insgesamt 30 % aller Larven zu Miicken heran und

von Nektar und Pflanzensaften. Alle Miicken paaren sich und die Weibchen legen
100 Eier ab. Nach der Eiablage sterben beide Geschlechter der Miicken.

Moderne Bekdmpfung
Im Bundesstaat Florida (USA) wurde die Agyptische Tigermiick
geschleppt und breitet sich schon seit einigen Jahren aus.
technik bekampft. Dazu wurden genetisch veranderte m
liche Nachkommen zu 90 % (unabhéngig von ande

Aufgabe 1
Zeichnen Sie einen Ubergangsgfa
die Nachkommen eines gel

Aufgabe 2
Betrachten Sie ze
zahl der Ei

Aufgabe 4 @
Erstellen Sie digital den Ubergangsgraphen der gentechnisch verdnderten Miicken mithilfe des

Infablatts (M 5).
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M5 Ubergangsgraphen digital erstellen

Ubergangsgraphen kénnen Sie mit vielen Werkzeugen auch digital erstellen. Das Open-Source-Pro-
gramm Graphviz bietet eine besonders einfache Maglichkeit, dies zu tun.

Graphviz

Graphviz erstellt aus einer Textdatei mit Beschreibungen der Zustande/Knoten (nodes), Kanten,/Li-
nien (edges) sowie deren Beschriftungen (label) einen optisch ansprechenden Graph,

Sie kénnen die Graphen direkt auf der Website

https://dreampuf.github.io/GraphvizOnline

beschreiben und zeichnen lassen.

Nach jeder Anderung in den Beschreibungen interpretiert Graphviz diese neu und zeichnet sie als
Graph. Das Endprodukt kéinnen Sie z. B. als skalierbare Vektorgrafik (svg) oder Rastergrafik (png)
herunterladen und weiterverwenden,

Beispiel:

digraph G {

Frischlinge -»> Uberldufer |

» -» Uberldufer [labe

Bachen =» Bachen [labe
Bachen s Frischlinge

Engine:  dof = Form@gl 5wy Show raw autput Dawnbaad Share
20 %
¥
B0 % . T
= Uberaufer .. Lk
5 30
Faschlimge . < " -4
‘ T Bachen

Eine gute Dokumentation aller Mdglichkeiten, die lhnen Graphviz bei der Visualisierung bietet, fin-
den Sie auf der Website https://araphviz.org/documentation/. Auch Chatbots kénnen hilfreich sein,
um die Beschreibungen der Graphen zu erstellen,
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