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Hektisch vert@ilf die Angestellte die Réchnungen in die voradressierten Umschlage. , Fertigl”,
denkt sie, verldsst dufrieden da@iBuro und wirft die Post direkt noch ein. Doch welche
unliehsameRtiberraschiungen kinnten auf sie zukommen? Mit welcher Wahrscheinlichkeit
istjede Rechrung im richtigen Kuvert?

JBas Froblem detwertauschten Briefe” ist ein bekanntes Problem der Kombinatorik. Ihre
Sehilerinnen und Schiler lernen in diesem Beitrag Fixpunkte von Permutationen kennen
undlisen diesesiSowie dhnliche Probleme,
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Das Problem der vertauschten Briefe
oder Fixpunkte einer Permutation
Oberstufe (weiterfiihrend)

Alfred Miiller, Coburg
lustrationen van Dr. Welfgang Zettimeier, Barbing

Drei Briefe oder Fixpunkte einer Permutation fiirn=3

Permutationen ohne Fixpunkte

Permutationen mit k Fixpunkten

14

Lésungen

Die Schiiler lernen:

den Begriff Permutation genauer kenne
nen anhand von zahlreichen lebensnahen



Uberblick:

Legende der Abkiirzungen:
Ab = Arbeitsblatt

T31%

Thema

Material =~ Methode

Drei Briefe oder Fixpunkte einer Permutation fiir n = 3

M1

Permutationen ohne Fixpunkte

Permutationen mit k Fixpunkten

Erkldrung zu Differenzierungssymbolen

@®

einfaches Niveau

mittleras Nive

@ Dieses Symbol markiert

wieriges Niveau

Kompetenzprofil:

Inhalt:

Medien:
K

lgsen (K2}, mathematisch modellieren (K3), mathematische

Darstellungen verwenden (K4), mit symbolischen, formalen und
technischen Elementen der Mathematik umgehen (K5)
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M1 Drei Briefe oder Fixpunkte einer Permutation fiirn=3

Von den Abzahlvorgangen ist bekannt, dass jede Anordnung von n paarweise verschie-
denen Elementen in einer bestimmten Reihenfolge Permutation der Elemente ohine Wieder-
holung heit, wobei es nl verschiedene solcher Permutationen gibt,

Zu jeder Anordnung mit drei unterschiedlichen Elementen gibt es 3! =6 Permutationen,
Ordnet eine Permutation einem Element wieder genau das gleiche zu, dann heilt

Element ein Fixpunkt der Permutation.

Definition: M sei eine endliche Menge mit den Elementen m
Permutation von M ist eine bijektive Abbildung f:M— M. Gil
Element f(m, ) =m,, dann ist dies ein Fixpunkt der Pepfiutati

Beispiel:
Im folgenden Ffeildiagramm sehen Sie eine Permutation der Menge M 3k
Die Elemente 123" werden zugeordnet und er;

Damit ist das Element 2 ein Fixpunkt der Perm
1 = 3

2 = 2
5 = 1

Geldst werden soll jetzt folg

d die neue Anordnung in zwei Zeilen untereinander,
r Permutationen direkt ablesen. Diese Matrix-Schreibweise
e Pwelzeilenform:
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-~

{
:l' % ? = drei Fixpunkte
12 3
23
Pl
13 2 LI
12 3 31 2
Lo 4 = einFixpunkt = kein Fixpunkt
321 1 23

: LT3
(123 231
2 1 3|

2

" 2
Lésung: @

punkten van drei Elementen
scheinlichkeit

P(E)= 2 = L i i Permutation ohne Fixpunkt),
6 3 E

Entsprechend g
EgfAlte dreiBi

igen Umschlag” = P(E') =% idrei Fixpunkte) und

' ,Genau ein Brief im richtigen Umschlag” = P(E") = % =% tein Fixpunkt}.

g s Ereignis B Genau zwei Briefe im richtigen Umschlag” ist nicht méglich.
el Briefe richtig stecken, dann auch der dritte.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrachnung und Statistik Sk, 1l
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2. Méglichkeit: Eine 3hnliche Ldsung erhilt man mithilfe eines Baumdiagramms:

1. Brief in:

2. Brief in:

3. Brief in:
Ergebnis E: *

© O, Wolfgang Zettlmeier

Mithilfe der 2. Pfadregel findet man: P(E) = % +% =

3. Méglichkeit: Mit dem Satz von Sylvester und den
E: .Der i-te Brief steckt im Umschlag i* (i = 1,

F(E1]=%und P(E ﬁEI}=%fur i ] und nach Losu

deren Erwartungswert und deren Varianz.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statstik Sek. 10
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Lésung:
Mach obigen Uberlegungen erhlt man:
2 o | 1|23 |
1 1 1
A — — 0 —
‘ Plz=2 3 2 ] ‘

Damit erhdlt man:

3
E[z]=zz-P{z=z}=1-E+3-1=1
=0 2 15

var(2) =€(2) - [E(2)] =[1* -%+32 -%J—{ljz =2+3-1-1

—  Drei individuelle Briefe werden rein zufallig in drei mit
schlage gesteckt. Das Ereignis E, gibt an, dass der |-
steckt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten

A=E mnE nE, B=E wE UE,
C=E mE mE, D=EnEnE,

Losung:

Mach den vorher gemachten Uberlegu

A = Jeder Brief steckt

B = ,Mindestens ein Brief P(B)=1-

| =
e =y e

E}=1—P(B)=1—E=

trichtig” = P(D) :% {siche Baumdiagramm)

Isgrilie 7 gebe die Anzahl der Briefe an, die im richtigen Umschlag stecken.
e die Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgréRe Z sowie deren Erwar-
tungswert und deren Varianz.
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M2

Permutationen ohne Fixpunkte

Die Lésung der folgenden Aufgabe wird angestrebt:

Frage:

Wie viele fixpunktfreie Permutationen von n Elementen gibt es?

Lésung:

Die gesuchte Anzahl der fixpunktfreien Permutationen werde mit z, bezeichne
die Zahl der Elemente ist. Mit den Uberlegungen aus M 1 und der Aufga ist ber

bekannt:

7, =0

1 2]
21

12

o T S

UsW,

Zur allgemeinen Bestimmung
Das Element 1 darf nicht auf

=

3

il
34
43
34

21

=1

I
I

1 2 3
IR

1
1

2
1
4

[ I N ]

menten — fipunktfrei zugeordnet werden kinnen. Daher gibt es fir
finpunktfreie Permutationen,

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statstik Sek. 10
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Steht die 2 nicht auf Platz 1, dann miissen n = 1 Elemente auf n = 1 Platze verteilt werden,
d. h., es gibt z,_, fixpunktfreie Arten. Da aber die 1 auf n -1 Pldtzen stehen kann, gilt:
z,=(n-1)-(z,,+z,.,).

Mit z, =0 und z, =1 erhalt man der Reihe nach:

z,=2-(2,+2,)=2-(0+1)=2

z,=53(2,+2,)=53(2+1)=9

z,=h-(7,+2,)=4-(9+2) =44

7,=5-(2,+2,)=5-(44+9)=265

Usw,

Formt man obige Rekursionsformel um, so erhalt man:
L=n-2,,+N-2, ,—Z, 3%,
I,—n-I,, =_|:2n-1 _{"_1}In-2:|

Setzt manx, =z,—n-z,, bzaw.x _, =2, ~(n-1)-2

und setzt diese Ausdriicke ein, erhalt man Folgend

x,=(-1) [En-l —f"‘l}'[ﬁﬂ

X, ={_1) ‘ [In-l =L, t xn—l]
X, ={_1] ‘X1

Mitz, =0, z, =1, z,=2, z, =9 gilt dann:
K, =2,-2-2,=1-2-0=1
X, =2;—-3:2,=2-3-1=-1

n—1 erhalt man:
- , +{_1]|1-1

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrachnung und Statistik Sk, 1l

i RAABE 2020



2 RAABE 2020

T.319 * Bausteine der Wahrscheinlichkeitsrechnung ™ Zahlprinzip ® Permutation Twon 18

Fragt man nach den Wahrscheinlichkeiten, dass eine Permutation von n Elementen fix-
punktfrei ist, so erhalt man fir dieses Ereignis E mit den obigen Oberlegungen:

L (1) _ L
P(E)= TR [n 1}1 nl
Setztman z, , =(n-1)-z,_, +(~1)"", erhilt man:
oV ) oy
P(E)= (n-1)! n! (n 2}1 (-1

Fishrt man dies fort mitz,_, =(n=2)-z, , +(~1)"" usw., kommt man
(=22t (D7) () (o, (7 ()
(n-2)! [n Ol (- 5}1 [n 2}!
g (0, )T () ()
TR O T T T T

1 1 .
Verwendet man noch E‘iﬂ_l =0, 50 er

n(-1) () (Y (Y
z'_ﬂ!+1!+ 4

Utation mindestens einen Fixpunkt besitzt, erhalt man:
3212 = 63,21 Y.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statstik Sek. 10
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Alternative Herleftung:
Es gibt insgesamt n! Méglichkeiten, die n Briefe auf n Umschlage zu verteilen, Es gebe
wieder E, das Ereignis an, dass der Brief i im i-ten Umschlag (also richtig) steckt. Dafr
gibt es nach den vorherigen Uberlegungen (n — 1)1 Maglichkeiten, d. h., fdr die Wahr-
scheinlichkeit dieses Ereignisses gilt:

(E )= RS wobei es fir den i-ten Brief [J =n Miglichkeiten der Auswahl des
Platzes gibt.
Das Ereignis E ,Kein Brief im richtigen Umschlag” lasst sich durch
E=E, nE, n...nE, =E, UE, ... UE, darstellen, d. h., es gilt:
P(E)=P(E, UE, U_UE, ) =1-P(E, UE, L. UE,).
Auf diesen Ausdruck kann man die Formel von Sylvester a

_(n_z}!_ 1-2-..-(n-2) =
L M i Wi W

wabei es fiir die Auswahl der beiden Brigfe

1

P(E ﬂE'ﬁE')Jn- n(n-1)

nt

Damit ergibt sich jnsge el von Sylvester fiir P(E):

E ME )+..+(-1)""P(E, NE, m___ern]]

5]'n{n—11}{n—z}"“*{'”H'[:]'H

n! a1 1
n (n-2)tzkn(n-1) +ot(21) 'ﬁ}

n-1
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B L
| g

nk1l nk2!
1 1 1 1 1 1 1 1 1
=1- e o [ e e -1)-(-1
[1! 273 ) nJ T )
11 1 1 w1 (1)
E—ﬁ+i—ﬁ+...+ —1] '——Z—

Damit riat man das gleiche Ergebnis wie vorher gefunden. Fiir nz=7 gilt:
P(E)===0,36788 = 36,79 %.
e

Beispiel:
Fiinf Freunde treffen sich zu einer gemiitlichen Weihnachtsfeier,
schenkpackchen mitgebracht. Danach werden die fiinf Ges
Wahrscheinlichkeit hat keiner sein eigenes Packchen?

Losung:
(- 1} i 1.1 1
P(E)= ZD AT
ik

= = 0,36667 = 36,67 %
120

© Aufgaben

1. Acht Besucher einer Veranstalft aben | hirme an der Garderobe ab. Bei der

Riickgabe erhdlt jede der Pefs fdllig einen Schirm. Wie grof ist die Wahr-
: ne PefSon ihren eigenen Schirm erhalt?

ikeln acht Preisschilder heruntergefallen. Der

en alle der 27 Klassenmitglieder einen Preis zur Verfiigung.
cheinlichkeit, dass keiner seinen eigenen Preis zuriickerhalt?

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statstik Sek. 10



