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Uberblick:

Legende der Abkiirzungen:

Ab = Arbeitsblatt  LEK = Lernerfolgskontrolle

TA = Tafelanschrift

T2.10

Thema Material Methode
Grenzwerte fir x — dow M1 Ab
Divergenz M 2 Ab
Grenzwertsatze M 3

Grenzwerte fir x — x, M 4 b

Die Regeln von de L'Hospital M5 . TA
Aufgaben M&

Klassenarbeit EK

Erklarung zu Differenzierungssymbolen

@

a

einfaches Niveau

ittleres

schwieriges Niveau

markiert Zusatzaufgaben.

de L'Hospital
GTRICAS

rtbegriff, Grenzwerte x — oo, Grenzwerte x — x,, Konvergenz,
mmte und unbestimmte Divergenz, Grenzwertsatze, Regeln von

Mathematisch argumentieren und beweisen (K1), Probleme mathe-

matisch lsen (K2), mathematische Darstellungen verwenden (K4},
mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der Mathe-
matik umgehen (K5)
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Hinweise zum Beitrag Grenzwerte

Niveau:

Die Materizlien M 1, M 2 und M 4 haben grundlegendes und M 3 sowie M 5 gin erhéhtes
Miveau. Die Aufgaben in M & sind gemischt, wobei insbesondere die Aufgaben 1 -5
sowohl ein erhihtes Niveau aufweisen als auch innerhalb der Niveaustufe besonder
herausfordernd sind. Die Aufgaben & = 12 sind von grundlegendem Miveau und eignen
sich auch fir leistungsschwachere Jugendliche.

Hinweise zu den Materialien:

Die Materialien M 1, M 2 und M & bieten sich als Einstieg oder als
Themas Grenzwerte an, Sie sind auch fiir das Selbststudium geeignet,
werden die Grenzwertsatze aufgezeigt und bewiesen. Die Bewei dle
als Tafelanschrift, Sie sollten sie nach Maglichkeit mit Ihrer Kl
Auch die Regeln und Beweise von de L'Hospital in M 5 er.
sam mit den Lernenden.

Differenzierungsmaglichkeiten:

@ Falls die Regeln von de L'Hospital { plan vorkemmen,
kinnen SIE sie trotzdern besunders |nteres istungsstarken Schile-
gefordert werden. Bei
den Aufgaben in M & haben Sie die Mg ierung. Orientieren Sie sich

Niveau der einzelnen A M &

&

®

Aufg-Nr. 1 2

@
L)

@°=®"

Aus Grinden der besseren Lesbarkeit wird im weiteren Verlauf nur noch | Schiler” verwendet,
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M1 Grenzwerte fiir x = too

Anmerkung: Die Schreibweise x — +o bedeutet, dass man das Verhalten der Funk-

tionswerte f(x) fir x — 0 und auch fiir x — —eo betrachtet, also fur immer groRer
werdende positive und negative Werte von x.
Wir verschaffen uns zundchst anhand eines Funktionsbeispiels mit einer Wertetabe

ginen Uberblick fiir x-Werte von =1 000 000 bis +1 000 000 (iber das Verhalién der
Funktionswerte. ’
Beispiel: f(x) = x:;;]]]flmﬂlh{—j}.
% fix) x filx flx)
=1 000 000 | 2,0000 =34 | 45000 1,8000
=100 000 | 2,0000 -33 53333
=10 000 | 2,0001 =352 7.0000 1,8750
=5000 | 2,0002 =31120 289
=2000 | 2,0005 =301 1,9000
=1000 | 2,0010 =3,001 10 19231
=500 | 2,0020 20| 1,9565
=200 | 2,0051 50| 1,9697
-100 | 2,0103 40| 1,9747
2,0213 50| 1,9811
100 | 1,9903
200 | 1,9951
300 | 1,9967
&00 | 1,9975
500 | 1,9980
1000 | 1,99%0
2000 | 1,9995
16667 5000 | 1,9998
0,5 | 1,7143 10 000 | 1,9999
11,7500 100 000 | 2,0000
~3,5 | 4,0000 15| 1,7778 1000 000 | 2,0000
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Abb, 1, Grafik: Corlo Wist
Wenn wir die Wertetabelle
wir Folgendes:

Wenn x immer gri . 2 x — +00, dann gehen die Funktionswerte

f(x) gegen 24 2-0; Symbolik: lim f(x)=2-0.
ird, d. h.: x — —oo, dann gehen die Funktionswerte
2 (%)= 2+0; Symbolik: lim f{x)=2+0.
en =3 von rechts geht, d. h. x = —3+0, dann werden die Funk-
er kleiner und kleiner, d. h.: f(x)} — —oo; Symbolik: lim f(x)=—.

mehr gegen —3 van links geht, d. h.: x — =3 -0, dann werden die Funk-
onswerte f{x ) immer grafer und groBer, d. h.: f(x) —» +ao; Symbolik: lim f(x) =+,

w=v=5=0

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Anatysis Sek. 1l
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Wenn wir uns zuerst dem ersten Teil der Vermutung widmen (also: lim f(x)=2-0),
dann ist dies gleichbedeutend mit folgender graphischen Vorstellung: o

G, verlduft ab einer , bestimmten Stelle” x, vollstdndig innerhalb eines Streifens mit einer
gewissen Breite b um die Gerade mit der Gleichung y = 2 und kommt nie mehr heraus!

Dass dies in vorliegendem Beispiel der Fall ist, lasst sich algebraisch folgendermal
zeigen:

Wir betrachten die betragsmaRige Abweichung des Funktionswertes an einer
von 2 lentspricht graphisch dem Abstand zur Streifenmitte):
(x)-2 =|zx +5 _2‘ _|2x+5-2m-6| | 1| 1

i+3 | X+3 | |x+3| K43

Da x sehr grof ist, ist 1 <0
i+ 3
Die betragsmaBige Abweichung der Funktionswerte vo

1
X-Werte immer kleiner, da s 0. Baw. lim [
¥+ By

i RAABE 2021

1
fl[x}—zl =m{ﬂ,l
5 140,1x403 = 01
Antwort: flr alle x > 7.

etragsmalige Abweichung der Funktions-
werte vom We ird Jlsge =0 kleine vorgegebene positive Zahl & {und

n man x nur entsprechend grof wahlt:

1-3¢
£

=5

= logXx+3g < gi>1-3g & x>

35, e R >S, [f(x)-2| <&

ifalle () Epsilon grofer Null (& = 0) gilt, dass eine Schranke 5, existiert
eellen Zahlen (e &), dass fir alle (%) x groRer als dieses S, die betrags-
maBige Abweichung der Funktionswerte f(x) von 2 kleiner als & ist.”

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analysis Sak. ||
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Wenn man dies zeigen kann, sagt man:
Die Funktionswerte konvergieren fir x — +e0 zum Grenzwert 2 oder die Funktion be-
sitzt flir x — +oo den Grenzwert 2. Es liegt hier also eine (bestimmte) Konvergenz vor.

@ Die genaue Definition des Grenzwerts lautet:

Sei f eine Funktion mit rechtsseitig unbeschrankter Definitionsmenge. Eine Zah
aeR heilt Grenzwert von f fiir x — +20, wenn man zu jeder (vorgegeben
positiven Zahl £ eine Zahl 5, angeben kann, sodass flr alle x = 5, der der
Abweichung der Funktionswerte von a kleiner als & ist.

In Zeichen:
limf(x)=2a < ve=035 eRBvx=5: |f[x}—.=.|| <&

E—tm

tAnalog lasst sich der 2. Teil der Vermutung untersuchepaind beg n.}

&

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Anatysis Sek. 1l

i RAABE 2021



&von 3& Grenzwerte ® Bausteine der Analysis * T.2.10

M2 Divergenz

Falls die Funktion f fir x — oo keinen Grenzwert hat, also die Grenzwerte .l.'.";. fx)
nicht existieren, d. h., dass es keine eindeutig bestimmte reelle Zahl ist, spricht man von

Divergenz,

Genauer unterscheidet man die bestimmte Divergenz und die unbestimmte Divergenz.
z

Z. B. zeigt die Funktion f(x)= xox 1.7 fir x — +=
x+l 2 4 Br+4

bestimmte Divergenz, da die Funktionswerte immer grifer werden, wen erg

wird: f(x)— oo fir x — o (siehe Abbildung).

=
]
]

LET
—— e — =

Abb, 7, Grafik: Carlo Vst
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Beispiele fiir unbestimmte Divergenz:
f(x)=sinx f,(x)=x-sinx, (siehe Abbildung)

1 firxe
Oder: f,(x)= {_1 firxe R\Q

In allen drei Beispielen gibt es keinen Grenzwert fiir x — +oo. Die Funktionen sind als
divergent. Die Funktionswerte der Sinusfunktionen schwanken hin und her, sie
also im unendlichen nicht gegen plus oder minus unendlich. Damit sind die 5j
tionen unbestimmt divergent. Auch die Funktionswerte von f, springen standig zwis
1 und =1 hin und her, streben also auch nicht gegen plus oder minus ugéndlich.

YA.

- +16 Y=

= X-8iNX

-1 12 |-8 8 1

112

1-16

. 3, Grafik: Corlo Vost
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M3 Grenzwertsdtze

1. Esgil m%:u (ceR:nel)

Beweis:
Ansatz; iﬂ—ﬁ < g x>0
X

1. Fall: c=0: klar;

. C . [ C
ZFRallc=li——<¢ = —c=ex" = K>—— = x>1"|| e

i £ £

3. Fall analog

Anmerkung: Die Abkiirzung g. e. d. steht fir .quod erat demonstrandum” und be-
deutet auf Latein ,was zu beweisen war”. Sie wird gerne
schen Beweises gesetzt.

gilt: lim (§(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g (x )= a

Beweis:
lim f{x) = a bedeutet: Y& >0 35
lim g(x) =b bedeutet: W& >0 35,

Wahlt man z. B. £=0,001, so kann ngleichung |f[x]-a|-:n,001 schon fir

{x}—a|+|g(x]—h|{s+s=2£ fiirx=5,

] ig klein gemacht werden kann, ergibt sich die Behauptung,
die sog. Dreiecksungleichung bendtigt:

denn: -[f|sr<|] A <[s|<ss|s|] < ~(|f+]s|)sr+s<|]+q
Fall: r+820 = r+s=[r+s| || +|g]

s<0 = r+s=—+s|z—(||+]s])

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analysis Sak. ||
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3. Wenn die Grenzwerte lim f{x) und lim g{x} existieren und gleich a baw. b sind, dann
gilt: lim (f(x) —g(x)) = im f{x) - limg(x) =a-b.

M

Beweis:

|(1(x) - &(x))~(a=b)| =[(F(x) ~a) - (2(x)-b)

=|(f(x)-a) +(b-g(x))| <[f(x) -3 +]p—g(x)| =s+& =2 qed.

4. Wenn die Grenzwerte lim f(x) und lim g(x) existieren und gleich a bzw.
gilt: lim ((x)-g(x)) = hmf[x} llmg{x] ab.

Xk K=

Beweis:
|f(x)-g(x)—a-b|=|f(x)-g(x)-T(x)-b+f(x)-b-a-b

=|f{x]-{g{x}—b}+b-[f{x]—aH£|f[;:]-l:g{x}
=[F()|-|a(x) bl +[o]-|f(x)~2| <M-e+[b

Da f{x ) fiir x — ac konvergent und demnach
ergibt sich als Folgerung: lim[c-f - |i

f[x} lim f{ x]l

T

e lim g(x)’

):bA(x)g(x) +f(x)g(x)-g(x) 2

80 ‘
~a)| _f(x)-(b-g(x)] , |8(x)-(F(x)-2)|
7| oelb || (k)b |

M-g s

MO
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Es gibt ein 5., ab dem |g[x}| - sei S, die groBte der Zahlen S, S..,, S dann

; M-g:2 & 2 +|b
gilt: (*) < +—=z-[ ];q e.d
of bl Lol
6. lim,|| f{x)= ||limf|[x]|,falls f(x) = 0 fir alle x, limf(x) existiert und

a=limf(x)=z0

LR

Beweis: zu zeigen: Ve >0 35 :vx =5, :|.,|I| f[x}—ﬁ|<s;

|m_ﬁ|=|(m‘ﬁ)(m+ﬁ}| | t(x)-a

dalimf(x)=a fir alle

—Fam

Da mit & auch — beliebig Klein géwanliWerden kann, folgt die Behauptung.

}+a| 5|f[x}—a|+|54 <1+[q
e -1-|d <f(x)<1+|a| = fistbeschrankt!

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analysis Sak. ||
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M&  Grenzwerte fiir X— Xy

Pox—6 (x=3)(x+2)

X
Beispiel: Funktion f mit f{x) = = D =R\v{-2;1
spie X +a-2 (x-1)(x+2) ' -2
Eine Wertetabelle liefert folgenden Graph:
Ay
hier besitzt f 154 Tsenkrechte Asymptote
einen Grenzwert (5/3), mit der Gleichung x=

konvergiert also 1

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Anatysis Sek. 1l
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Wir vermuten: l|rn fix) =

Weil die Grenzwertsitze (sieche M 3) fiir die Grenzwerte mit x — x, entsprechend gelten,
kann man diese Vermutung folgendermaBen nachweisen:
K —x—bh=0 = x=3wvx=-2 = ¥ -x-b=(x-3)(x+2)
K +x-2=0 = x=1vi=-2 = ¥ +x-2=(x-1)(x+2)
(x=3)x+2)

lim fie)=lim ————— w=-2, dax—-2
A—pm? re(y _1”}( + 2:|
=3 _5_5

= lim =—=
i-2g—] =3 3

Eine andere Berechnungsmaglichkeit ist die sogenannte ,h-Methode
Man verwendet: lim f[x} =limf(h-2):
h=#0

f(n- }[hz} ~(h-2)-6 W -sh+4-h+2

(h=2) +(h-2)-2 h —&h+4+h-2
_h—-5h h(h-5) h-5
“h-3h h(h-3) h-3

h-5
:ll_hn:uzf(x]ﬂlﬂf{h—ﬂ =lim—

eutet das auf der einen Seite, dass

P ;
sich im Graphen G, ein sogena 1 LoP(x, | a) befindet, und auf der anderen
fix
Seite, dass die igfrtsetzbar ist: (x) { (x)flrx <D, | {x“}
afirx=x,
D. h.  sti - : jst zusatzlich an der Definitionslicke x, definiert.

renzwert nicht, hier divergiert f.

. K=
—!mﬁ wegenx = —2, dax—1

—+-2

—=0 —-0
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Oder mit der h-Methode:
_(h+1) ~(h+1)-6 W +2h+1-h-1-6 _h +h-6

flh+1) - =—
(h+1) +(h+1)-2 Wath+el+h+1=2 K +3h
hz =k =y
. . . +h-6
L'ﬂ-{f{}t}ﬂhﬂf(h"‘l}:uﬂ o
—+— =t
W +h—6 i W+h-6
h—Ds0 h2_|.3h =l h—tII;In-»u |'|1+3h -
n+an i+ 20
=+ -0
Man nennt in solch einem Fall (oo / +a0) die Stelle x =1 Polstelle un r Ordnung;

bei (+oc / +oc) oder (—e ] —x): hieRe die Stelle Polstelle ge 0 g

é%
\>
Ko
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M5 Die Regeln von de L'Hospital

(Guillaume-Franceis-Antoine de L'Hospital, 1661-1704, Lehrbuch der Differentialrechnung,
1696)

Regel 1
Wenn zwei an einer Stelle x, stetige Funktionen f und g mit f{x, ) =0 und g(
einer gemeinsamen Umgebung von X, differenzierbar sind und der Grenzwe

im T (x) existiert, so gi [}- fx)
gl T 0 T g )
Beweis:
fx) i f[xﬂ+h} “mf{xn]+h f'{x,+8h)
H*-s[x "*"s(=a+h} o (xg ) +heg(x, + Bh
e 80ox) 1)
T+, (xx,) o g(x)

Regel 2
Wenn zwei Funktionen f und g mit lim

i RAABE 2021

einem gemeinsamen rechts-

seitig unbeschrankten Inter : ' ierbar sind und der Grenzwert
lim——- Flx) existiert, so gilt: li
I‘.—i:c- [ } A—p
x}| —s oo fir x —x, und|g(x)| > = fir x —x,in

ng von X, differenzierbar sind und der Grenzwert xlm g{ )
f(x)

20 CRE()

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analysis Sak. ||



