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Das Problem der vertauschten Briefe
oder Fixpunkte einer Permutation

Oberstufe (weiterfiihrend)

Alfred Miiller, Coburg
Illustrationen von Dr. Wolfgang Zettlmeier, Barbing

Drei Briefe oder Fixpunkte einer Permutation fiir n = 3

Permutationen ohne Fixpunkte 5
Permutationen mit k Fixpunkten 10
Losungen 14

Die Schiiler lernen:

den Begriff Permutation gen
nen anhand von zahlreichen |

iten sich Fixpunkte von Permutatio-
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Uberblick:
Legende der Abkurzungen:
Ab = Arbeitsblatt

Thema Mat (o]

Drei Briefe oder Fixpunkte einer Permutation firn =3

Permutationen ohne Fixpunkte 2 Ab

Permutationen mit k Fixpunkten

Erklarung zu Differenzierungssymbolen %\

@

einfaches Niveau

schwieriges Niveau

Inhalt: ng, Permutationen, Fixpunkte von Permutationen,
tfreie Permutationen, Permutationen mit k Fixpunkten

Medien
Komp tisch argumentieren und beweisen (K1), Probleme mathe-
isch l6sen (K2), mathematisch modellieren (K3), mathematische
astellungen verwenden (K4), mit symbolischen, formalen und

hnischen Elementen der Mathematik umgehen (K5)
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M1 Drei Briefe oder Fixpunkte einer Permutation fiir n

Beispiel:
Im folgenden Pfeildiagramm sehen Sie ei

Damit ist das Element 2 ein Fixpun
1 - 3
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2 > 2
3 > 1

Frage:
Wie viele Fixpu
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v v Y= drei Fixpunkte

1 23
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v b Pt = einFixpunkt = kein Fixpunkt

32 1 {1 2 3]
1T T

123 2 31

2 13

Dann werden die drei Briefe rein zufalligin e
auf die Adresse geachtet wird. Mit
E ,Kein Brief steckt im richtigen Ums
Losung:
1. Moglichkeit: Da vorausg
scheinlichkeit in die Umschla

i Briefe richtig stecken, dann auch der dritte.
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2. Moglichkeit: Eine dhnliche Losung erhalt man mithilfe eines Baumdiagramms;

1. Brief in:

2. Brief in:

3. Brief in:
Ergebnis E:
© Dr. Wolfgang Zettlmeier
Mithilfe der 2. Pfadregel findet man: P(E) = 1 +

P(E1)=§undP(EimEj)=

© RAABE 2020

P(E, NE, mE3)=%: P(E)

1111
=l-|-4+—-+—--
{3 33
Beispiele:
— Dre fe werden rein zufallig in drei mit Adressen versehene Umschlage
gest 0Re Z gebe die Anzahl der Briefe an, die im richtigen Umschlag

ie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgréRe Z sowie
gilert und deren Varianz.
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Losung:

Nach obigen Uberlegungen erhalt man:

z 0 1 2 3
1 1

PZ=2) - =+ o =
32 5

Damit erhalt man:

: 1 .1
z):Zz.P(Z=z)=1~E+3~—=1

var(2) =E(2*)-[E(2) | [12 Iz 2} (1)

— Drei individuelle Briefe werden rein zufalli
schldge gesteckt. Das Ereignis E; gibt an, d
steckt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichk
A=E nE,NE;, B=E UE UE;,
C=E nE,NE, D=E NE,NE..

Losung:

Nach den vorher gemac

Dle ZufallsgroRe Z gebe die Anzahl der Briefe an, die im richtigen Umschlag stecken.
n Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgroRe Z sowie deren Erwar-
nd deren Varianz.
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M 2 Permutationen ohne Fixpunkte

Die Losung der folgenden Aufgabe wird angestrebt:

Frage:
Wie viele fixpunktfreie Permutationen von n Elementen gibt es?
Losung:

Die gesuchte Anzahl der fixpunktfreien Permutationen werde

die Zahl der Elemente ist. Mit den Uberlegungen aus M 1 un

bekannt:
z,=0

i
=z,=1

2 1

12

by

123 4)(1

(2 1 4 3)’[2
2
A

;

Usw.

N W B W
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Steht die 2 nicht auf Platz 1, dann miissen n — 1 Elemente auf n — 1 Pldtze verteilt
d. h., es gibt z,_, fixpunktfreie Arten. Da aber die 1 auf n — 1 Pldtzen stehen k gilt:

z,=(n-1)(z,, +7,,).

Mit z, =0 und z, =1 erhalt man der Reihe nach:
7,=2-(z,+12,)=2-(0+1)=2
7,=3-(z,+2,)=3-(2+1)=9
z,=4-(z,+25)=4-(9+2) =44
2,=5-(z,+2,)=5-(44+9) =265

usw.

Formt man obige Rekursionsformel um, so erhalt m
Zn =n- Zn—l +n- Zn—Z - Zn—l - Zn—Z

Zn -n- Zn—l = _|:Zn—1 _(n _1)Zn—2:|

—X
Setzt manx, =z,-n-z,_, bzw. x _, =z, —(n "(‘1 1”)‘1
n —

und setzt diese Ausdriicke ein, erhalt m endes:

© RAABE 2020

— 1 erhalt man:
n-1
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Fragt man nach den Wahrscheinlichkeiten, dass eine Permutation von n Elemen
punktfrei ist, so erhlt man fir dieses Ereignis E mit den obigen Uberlegungen:

P(E):Z_n:n'zn—l +(_1)n — Zy
n! n! nt (n-1)!  nl

Setztmanz, , =(n—1)-z,, +(~1)"", erhalt man:

o)

Verwendet man noch %_%: 1-1=0,soer

© RAABE 2020
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Wegen lim(l—l+l—i+
e 01 11 21

ach der Wahrscheinlichkeit, dass keiner der n Briefe im richtigen

steckt, so erhdlt man das obige Ergebnis.
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Alternative Herleitung:
Es gibt insgesamt n! Moglichkeiten, die n Briefe auf n Umschldge zu verteilef§&s geb

scheinlichkeit dieses Ereignisses gilt:

_(n-1)
P(E)="—
Platzes gibt.

n
= l wobeij es fiir den i-ten Brief [1) =
n

Das Ereignis E ,Kein Brief im richtigen Umschlag” l3sst sich
E =Emgm...ma =m darstellen, d.
P(E)=P(E; UE, U..UE, )= 1-P(E, UE, U... UEQ,
Auf diesen Ausdruck kann man die Formel von

P(E.NE)= (n;!Z)! 1.2

Damit ergibt sich i *bformel von Sylvester fir P(E):

1 J

; E.mE.mEk)+‘..+(—1)"IP(ElmEzm...mEn)}
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TR e N
1 2t 3! n! 1 2 3l
n . _ll
:i_i+l_i+m+(_1) .i: (_
or 1 2t 3l nl = il

Damit hat man das gleiche Ergebnis wie vorher gefunden. Fir
P(E)= 1. 0,36788 ~ 36,79 % .
e

Beispiel:
Finf Freunde treffen sich zu einer gemitlichen Weij

© RAABE 2020

in zufallig einen Schirm. Wie grol ist die Wahr-
if§¢ Person ihren eigenen Schirm erhalt?

’ Artikeln acht Preisschilder heruntergefallen. Der
22v0N W|eder richtig an, weil er den Preis im Kopf hat. Wie grof§
g8iss er beim reinen Raten die restlichen Preisschilder alle
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